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C̃(T) � ìíîæèíà íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà T, ÿêi ïðè t = 0

ðiâíi íóëþ;

C0(E
n) � ìíîæèíà íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà En ⊂ Rn, ùî çà-

íóëÿþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi;

Cα0 (En) � ìíîæèíà ãåëüäåðîâèõ ôóíêöié íà En ⊂ Rn ç ïîêà-

çíèêîì α, ùî çàíóëÿþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi;
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#A� êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi A;
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ñèñòåìàì âçà¹ìî-

äiþ÷èõ ÷àñòèíîê, ÿêi ðóõàþòüñÿ ó âèïàäêîâîìó ñåðåäîâèùi. ßñêðà-

âèì ïðèêëàäîì ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê íà äiéñíié ïðÿìié ¹

ìîäåëü, çàïðîïîíîâàíà ó ðîáîòi Arratia R. A. [1]. Öÿ ìîäåëü ïîëÿ-

ãà¹ â íàñòóïíîìó: ÷àñòèíêè ñòàðòóþòü ç óñiõ òî÷îê äiéñíî¨ ïðÿìî¨,

ðóõàþòüñÿ íåçàëåæíî äî ìîìåíòó çiòêíåííÿ, ïîòiì ñêëåþþòüñÿ i ðó-

õàþòüñÿ ðàçîì. Îñíîâíîþ õàðàêòåðíîþ îçíàêîþ òàêî¨ ñèñòåìè ¹ òå,

ùî ñêëåþâàííÿ íå çìiíþ¹ õàðàêòåð ðóõó ÷àñòèíîê, òîáòî ¨õíÿ äèôó-

çiÿ çàâæäè äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Ïîòðiáíî âiäìiòèòè, ùî ïîòiê Àððà-

òüÿ (ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïîáóäîâàíà ó [1]) ìà¹ çàñòîñóâàííÿ ó òåîði¨

òóðáóëåíòíîñòi òà ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi. Íàïðèêëàä, ó ðîáîòi [2] ïî-

êàçàíî, ùî öåé ïîòiê âèíèêà¹ ó ìîäåëi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç êîìïîçèöi¨

íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü, ÿêà â ñâîþ ÷åðãó

ìà¹ çàñòîñóâàííÿ ïðè âèâ÷åííi òóðáóëåíòíîñòi [3].

Ó ìîäåëi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, ìè âðàõî-

âóâàòèìåìî ìàñó ÷àñòèíîê, ÿêà âïëèâàòèìå íà ¨õíié ðóõ. Ñèñòåìà

âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì, ÿêi ìàþòü ìàñó, ùî çìiíþ¹-

òüñÿ çà ïåâíèì çàêîíîì, âèâ÷àëàñü àâòîðàìè Dawson D. A., Li Z. H.,

Wang H., Zhou X. [4, 5, 6, 7]. Îäíàê ó öié ìîäåëi ÷àñòèíêè ïåðåíîñÿòü

äåÿêó ìàñó i öÿ ìàñà íå âïëèâà¹ íà ¨õíié ðóõ. Ìè æ ââàæàòèìåìî,

ùî äèôóçiÿ i ìàñà çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ. Ãðóáî êàæó÷è, ÷èì âàæ÷à

÷àñòèíêà, òèì �ïîâiëüíiøå� âîíà ðóõàòèìåòüñÿ.

Îòæå, ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà ìîäåëü äèôóçiéíèõ

÷àñòèíîê íà ïðÿìié. ×àñòèíêè ïî÷èíàþòü ñâié ðóõ çi ñêií÷åííî¨ àáî

çëi÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê ïðÿìî¨ i ðóõàþòüñÿ íåçàëåæíî îäíà âiä

îäíî¨ äî ìîìåíòó çóñòði÷i. Êîæíà ÷àñòèíêà ìà¹ ìàñó, ÿêà îáåðíåíî

ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó ¨¨ äèôóçi¨. Çóñòðiâøèñü, ÷àñòèíêè ñêëåþþ-
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òüñÿ, à ¨õíÿ ìàñà ñóìó¹òüñÿ, òîáòî íîâà ÷àñòèíêà ìà¹ ìàñó, ðiâíó

ñóìi ìàñ ÷àñòèíîê, ç ÿêèõ âîíà óòâîðèëàñü.

Âiäìiòèìî, ùî ìîäåëü ÷àñòèíîê, ó ÿêèõ ìàñà âïëèâà¹ íà ðóõ,

ðîçãëÿäàëàñü àâòîðàìè Weinan E., Rykov Yu. G., Sinai Ya. G. ó ðî-

áîòi [8]. Ó öié ìîäåëi ÷àñòèíêè ìàþòü ìàñó i øâèäêiñòü. �õíié ðóõ

ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ çàêîíàì çáåðåæåííÿ ìàñè òà iíåðöi¨. Ó íàñ æå

÷àñòèíêè ìàþòü äèôóçiþ (øâèäêiñòü ðiâíà íåñêií÷åííîñòi).

Îäíèì ç îñíîâíèõ ïèòàíü, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ðîáîòi, ¹ iñíóâàí-

íÿ ñèñòåìè ïðîöåñiâ, ÿêà îïèñó¹ ðóõ âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê çìiííî¨

ìàñè. Îñêiëüêè íàøi ÷àñòèíêè ïðè çiòêíåííi ñêëåþþòüñÿ, òîáòî âçà-

¹ìîäiÿ ìiæ íèìè ñèíãóëÿðíà, òî ìè íå ìîæåìî çàäàòè ñèñòåìó ïðî-

öåñiâ, ùî îïèñóþòü åâîëþöiþ ÷àñòèíîê, çà äîïîìîãîþ ñòîõàñòè÷íèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ äîñèòü âåëèêîãî êëàñó âçà¹ìîäiþ÷èõ

÷àñòèíîê, ùî ïåðåíîñÿòü ìàñó, ÿê öå çðîáëåíî ó ðîáîòi [9]. Òàêîæ ìè

íå ìîæåìî ïiòè òèì æå øëÿõîì, ùî é àâòîðè ðîáiò [10, 11], à ñàìå:

ìàþ÷è ãåíåðàòîð (àáî íàïiâãðóïó) ïðîöåñó, ÿêèé çàäà¹ ðóõ îäíi¹¨

÷àñòèíêè, ïîáóäóâàòè ãåíåðàòîð (àáî íàïiâãðóïó) äëÿ âñi¹¨ êiëüêîñòi

÷àñòèíîê. Öå çâ'ÿçàíî ç òèì, ùî äîâiëüíà ïiäñèñòåìà çàëåæèòü âiä

óñiõ ÷àñòèíîê ñèñòåìè. Ó çâ'ÿçêó ç öèì íàì äîâîäèòüñÿ, âèêîðèñòî-

âóþ÷è ìàðòèíãàëüíi ìåòîäè, áóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü êîíñòðó-

êòèâíî äëÿ ñêií÷åííîãî âèïàäêó ÷àñòèíîê i ïåðåõîäèòè äî ãðàíèöi

(êîëè êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi) äëÿ íåñêií÷åí-

íîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê, ùî íàãàäó¹ ïðîöåäóðó òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíè-

öi ó ôiçèöi [12].

Òàêîæ ó ðîáîòi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ìàðêîâñüêà âëàñòèâiñòü ïîáóäîâà-

íî¨ ñèñòåìè ïðîöåñiâ i çíàõîäèòüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà îêðåìî¨

÷àñòèíêè íà íåñêií÷åííîñòi, ïðè÷îìó îñíîâíèì ìîìåíòîì ó çíàõî-

äæåííi àñèìïòîòèê ¹ òå, ùî äîâiëüíi äâi ÷àñòèíêè íàøî¨ ìîäåëi ñêëå-



8

þþòüñÿ, çà âèäiëåíèé ïðîìiæîê ÷àñó ç ìåíøîþ éìîâiðíiñòþ, íiæ äâi

áðîóíiâñüêi.

Ïiäñóìîâóþ÷è âñå âèùå ñêàçàíå, ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âïåðøå

ïîáóäîâàíà ñèñòåìà ïðîöåñiâ, ÿêà îïèñó¹ ïîâåäiíêó ñêií÷åííîãî òà

çëi÷åííîãî ÷èñëà äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê íà äiéñíié ïðÿìié, ó ÿêèõ

¹ ìàñà, ùî âïëèâà¹ íà êîåôiöi¹íò äèôóçi¨. Öi ÷àñòèíêè ðóõàþòüñÿ

íåçàëåæíî äî ìîìåíòó çiòêíåííÿ, ïîòiì ñêëåþþòüñÿ i ¨õíÿ ìàñà ñó-

ìó¹òüñÿ. Âñòàíîâëåíà ìàðêîâñüêà âëàñòèâiñòü öi¹¨ ñèñòåìè ïðîöåñiâ

i äîñëiäæåíà àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà òðà¹êòîði¨ îêðåìî¨ ÷àñòèíêè

òà ¨¨ ìàñè íà íåñêií÷åííîñòi.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-

ìè. Ðîáîòà âèêîíàíà â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó âiääiëi

òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ó ðàìêàõ äåðæàâíî¨ òåìè � 0106U001121

�Àíàëiòè÷íi òà àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ ñòîõà-

ñòè÷íèõ ñèñòåì�. Òàêîæ ÷àñòèíà ðîáîòè âèêîíàíà â ðàìêàõ ñïiëüíî-

ãî íàóêîâîãî ïðîåêòó ÍÀÍ Óêðà¨íè � Ðîñiéñüêîãî ôîíäó ôóíäàìåí-

òàëüíèõ äîñëiäæåíü �Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñòîõàñòè÷íèõ ïîòî-

êiâ�, äåðæàâíèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0108U003689, ñïiëüíîãî íàóêî-

âîãî ïðîåêòó ÍÀÍ Óêðà¨íè � Ðîñiéñüêîãî ôîíäó ôóíäàìåíòàëüíèõ

äîñëiäæåíü �Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ�, åòàï 2

�Ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ ïîòîêiâ iç ñèíãóëÿðíîñòÿìè�, äåðæàâíèé ðå-

¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0109U004285 òà ñïiëüíîãî ïðîåêòó Äåðæàâíîãî

ôîíäó ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü � Ðîñiéñüêîãî ôîíäó ôóíäà-

ìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü �Ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹-

ìîäi¹þ�.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ïîáóäîâà ìà-

òåìàòè÷íî¨ ìîäåëi íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê çìií-

íî¨ ìàñè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ, à òàêîæ äîñëiäæåííÿ ¨¨ âëàñòè-

âîñòåé. Öÿ ìåòà âêëþ÷à¹ â ñåáå íàñòóïíi çàâäàííÿ:
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• ïîáóäîâà âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ó ðiçíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ,

ÿêi ¹ ìàòåìàòè÷íèì îïèñîì ìîäåëi íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè äè-

ôóçiéíèõ ÷àñòèíîê çìiííî¨ ìàñè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ;

• âñòàíîâëåííÿ ìàðêîâñüêî¨ âëàñòèâîñòi öèõ ïðîöåñiâ i îïèñ ¨õíiõ

ãåíåðàòîðiâ ó òåðìiíàõ ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ;

• âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè îêðåìî¨ ÷àñòèíêè i ¨¨ ìàñè

íà íåñêií÷åííîñòi.

Îá'¹êò i ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ìîäåëü äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê íà äiéñíié ïðÿìié, ó

ÿêèõ ¹ ìàñà, ùî âïëèâà¹ íà êîåôiöi¹íò äèôóçi¨. ×àñòèíêè ðóõàþòüñÿ

íåçàëåæíî äî ìîìåíòó çiòêíåííÿ, ïiñëÿ ÷îãî ñêëåþþòüñÿ, ñóìóþ÷è

ñâîþ ìàñó.

Ïðåäìåòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ âèïàäêîâi ïðîöåñè, ùî çàäàþòü òðà-

¹êòîði¨ âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê, ìiðîçíà÷íèé ïðîöåñ, ÿêèé îïèñó¹

åâîëþöiþ ìàñè ó âñié ñèñòåìi, ãåíåðàòîðè öèõ âèïàäêîâèõ ïðîöå-

ñiâ, ïðîñòîðè íåñïàäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé òà öiëî÷èñåëüíèõ ëîêàëüíî

ñêií÷åííèõ ìið íà ïðÿìié, à òàêîæ âèïàäêîâi òî÷êîâi ìiðè, ó ÿêèõ

éìîâiðíîñíèé ðîçïîäië ñòàöiîíàðíèé âiäíîñíî çñóâó.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòàíi ìåòîäè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé, òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà òåîði¨ ìàðêîâñüêèõ ïðîöå-

ñiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëü-

òàòè, ÿêi âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó i âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, òàêi:

• ïîáóäîâàíî âèïàäêîâèé ïðîöåñ ó ïðîñòîði En ⊂ Rn, ÿêèé îïè-

ñó¹ ïîâåäiíêó ñêií÷åííîãî ÷èñëà âçà¹ìîäiþ÷èõ äèôóçiéíèõ ÷à-

ñòèíîê íà ïðÿìié, ó ÿêèõ ¹ ìàñà, ùî âïëèâà¹ íà êîåôiöi¹íò

äèôóçi¨. ×àñòèíêè ïî÷èíàþòü ðóõ çi ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè òî-

÷îê, ðóõàþòüñÿ íåçàëåæíî äî ìîìåíòó çóñòði÷i, à ïîòiì ñêëå-

þþòüñÿ i ¨õíÿ ìàñà ñóìó¹òüñÿ, ïiñëÿ ÷îãî êîåôiöi¹íò äèôóçi¨
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çìiíþ¹òüñÿ îáåðíåíî ïðîïîðöiéíî êîðåíþ êâàäðàòíîìó ìàñè.

Ïåðåâiðåíî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü òàêîãî ïðîöåñó, çíàéäåíî

âèãëÿä ãåíåðàòîðà i ðîçâ'ÿçàíî äëÿ íüîãî ïðîáëåìó ìàðòèíãà-

ëiâ;

• çíàéäåíî óìîâè íà ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië ìàñè, ùî çàáåçïå÷óþòü

iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê çìiííî¨

ìàñè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ;

• âèâ÷åíî âèïàäîê âèïàäêîâîãî ñòàðòó, êîëè ïî÷àòêîâèé ðîçïî-

äië ìàñè ÷àñòèíîê ¹ ñòàöiîíàðíèé; ïîêàçàíî, ùî ìàñà, ÿêà ïåðå-

íîñèòüñÿ ÷àñòèíêàìè, òàêîæ ìà¹ ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië ó äî-

âiëüíèé ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó;

• äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó îêðåìî¨ ÷àñòèíêè íà íå-

ñêií÷åííîñòi, ÿêà ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàãàëüíîâiäîìîãî

çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà, òà âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íi

îáìåæåííÿ íà ðiñò ¨¨ ìàñè;

• ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ, ùî çàäà¹ ñèñòåìó äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê

çìiííî¨ ìàñè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ, îïèñàíî çà äîïîìîãîþ

ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöié-

íà ðîáîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âïåðøå ïîáóäîâàíà ìîäåëü

äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì, ÿêi ìàþòü ìàñó, ùî âïëèâà¹

íà êîåôiöi¹íò äèôóçi¨. Âèÿâëåíî ÿêiñíî íîâi âëàñòèâîñòi ÷àñòèíîê

ó öié ìîäåëi. Îòðèìàííi ðåçóëüòàòè ìîæóòü ìàòè çàñòîñóâàííÿ ó

ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ òóðáóëåíòíîñòi òà ó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ

ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ i âèáið ìå-

òîäiâ äîñëiäæåííÿ íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó äèñåðòàíòà äî-

êòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Äîðîãîâöåâó À. À. Âñi
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ðåçóëüòàòè, ïðåäñòàâëåíi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, îòðèìàíi àâòîðîì

ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà íàñòóïíèõ êîíôåðåíöiÿõ

òà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ:

• Íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ � 2008� (Ñåâà-

ñòîïîëü, 4-11 êâiòíÿ 2008 ð.);

• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Stochastic Analysis and Random

Dynamical Systems� (Ëüâiâ, 14-20 ÷åðâíÿ 2009 ð.);

• Âñåóêðà¨íñüêîìó íàóêîâîìó ñåìiíàði �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 25-28 áåðå-

çíÿ 2010 ð.);

• Âñåóêðà¨íñüêîìó íàóêîâîìó ñåìiíàði �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 23-28 ëþ-

òîãî 2011 ð.);

• Íàóêîâîìó ñåìiíàði �Èñ÷èñëåíèå Ìàëëÿâåíà è åãî ïðèëîæå-

íèÿ� Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ïiä êåðiâíèöòâîì

äîêòîðà ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðà Äîðîãîâöåâà À. À.;

• Íàóêîâîìó ñåìiíàði �Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà�

êàôåäðè òåîði¨ ôóíêöié i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ìåõàíiêî-

ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Ìîñêîâñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåð-

ñèòåòó iìåíi Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïiä êåðiâíèöòâîì äîêòîðà ôiç.-

ìàò. íàóê, ïðîôåñîðà Áîãà÷îâà Â. I.;

• Íàóêîâîìó ñåìiíàði �Òåîðiÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ� êàôå-

äðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó i òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Íàöiîíàëüíîãî òåõíi÷íîãî óíiâåð-

ñèòåòó Óêðà¨íè �Êè¨âñüêèé ïîëiòåõíi÷íèé iíñòèòóò� ïiä êåðiâ-

íèöòâîì äîêòîðà ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðà Áóëäèãiíà Â. Â.;
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• Íàóêîâîìó ñåìiíàði �Ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ�

êàôåäðè çàãàëüíî¨ ìàòåìàòèêè ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôà-

êóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà

Øåâ÷åíêà ïiä êåðiâíèöòâîì äîêòîðà ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðà

Êóëiíi÷à Ã. Ë. òà äîêòîðà ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðà Ñòàíæè-

öüêîãî Î. Ì.;

• Íàóêîâîìó ñåìiíàði ôàêóëüòåòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè ×åð-

íiâåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè-

÷à ïiä êåðiâíèöòâîì äîêòîðà ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðà ×åðåâ-

êà I. Ì.

• Íàóêîâîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ ôóíêöié òà ôóíêöiîíàëüíîãî àíà-

ëiçó êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ôàêóëüòåòó ïðèêëàäíî¨

ìàòåìàòèêè ×åðíiâåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi

Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à ïiä êåðiâíèöòâîì äîêòîðà ôiç.-ìàò. íàóê,

ïðîôåñîðà Ìàñëþ÷åíêà Â. Ê.

• Íàóêîâîìó ñåìiíàði �Ìåòîäè ñòiéêîñòi òà îïòèìiçàöi¨ ñêëàäíèõ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì� êàôåäðè ñòîõàñòè÷íîãî òà ñèñòåìíîãî àíà-

ëiçó ôàêóëüòåòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè ×åðíiâåöüêîãî íàöiî-

íàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à ïiä êåðiâíè-

öòâîì äîêòîðà ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðà ßñèíñüêîãî Â. Ê.

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â òðüîõ ñòàòòÿõ

[13, 14, 15]:

1. Êîíàðîâñêèé Â. Â. Î áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå äèôôóíäèðóþùèõ

÷àñòèö ñî ñêëåèâàíèåì / Â. Â. Êîíàðîâñêèé // Òåîðèÿ âåðîÿ-

òíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 2010. � Ò. 55, � 1. � Ñ. 157�167.

2. Êîíàðîâñüêèé Â. Â. Ñèñòåìà äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê iç ñêëåþâà-

ííÿì çìiííî¨ ìàñè / Â. Â. Êîíàðîâñüêèé // Óêðà¨íñüêèé ìà-

òåìàòè÷íèé æóðíàë. � 2010. � Ò. 62, � 1. � Ñ. 90�103.
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3. Konarovskii V. V. The martingale problem for a measure-valued

process with heavy di�usion particles / V. V. Konarovskii //

Theory of stochastic processes. � 2011. � Vol. 17, no. 1. � Pp. 50�

60.

i â îäíîìó çáiðíèêó òåç ìiæíàðîäíî¨ êîíôåðåíöi¨.

Ñòðóêòóðà é îá'¹ì äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà-

¹òüñÿ çi âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ

äæåðåë. Îñíîâíèé òåêñò äèñåðòàöi¨ çàéìà¹ 122 ñòîðiíêè, ñïèñîê ëi-

òåðàòóðè � 4 ñòîðiíêè i ìiñòèòü 32 íàéìåíóâàíü.

Àâòîð âäÿ÷íèé ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó äîêòîðó ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Äîðîãîâöåâó Àíäðiþ Àíàòîëiéîâè÷ó

çà ïîñòàâëåíi çàäà÷i, êîðèñíi ðåêîìåíäàöi¨ òà ïîñòiéíó ïiäòðèìêó íà

âñiõ åòàïàõ âèêîíàííÿ öi¹¨ ðîáîòè.
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Êîðîòêèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü

âçà¹ìîäiþ÷èõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê íà ïðÿìié. ×àñòèíêè ñòàðòóþòü

iç ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê äiéñíî¨ ïðÿìî¨ i ðóõàþòüñÿ íåçàëåæíî

îäíà âiä îäíî¨ äî ìîìåíòó çiòêíåííÿ. Êîæíà ÷àñòèíêà ìà¹ ìàñó, ÿêà

âïëèâà¹ íà êîåôiöi¹íò äèôóçi¨. Çiòêíóâøèñü, ÷àñòèíêè ñêëåþþòüñÿ,

à ¨õíÿ ìàñà ñóìó¹òüñÿ (âiäïîâiäíî çìiíþ¹òüñÿ äèôóçiÿ). Âiäìiòèìî,

ùî ìàñà m òà äèôóçiÿ σ çâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ

σ2 =
1

m
.

Ó ïóíêòi 1.2 ïîáóäîâàíà ñèñòåìà âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ÿêà îïè-

ñó¹ ðóõ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê çìiííî¨ ìàñè iç ñèíãóëÿðíîþ

âçà¹ìîäi¹þ. Ïîçíà÷èìî

En = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xi ≤ xi+1, i = 1, . . . , n− 1}

òà

An = {(a1, . . . , an) ∈ Rn : ai > 0}.

Òåîðåìà 1.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ En òà a ∈ An iñíó¹ íàáið

âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ {xk(t), k = 1, . . . , n, t ≥ 0} òàêèõ, ùî:
1◦) äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, . . . , n ïðîöåñ xk(·) � íåïåðåðâíèé êâà-

äðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð

(Ft)t≥0 = (σ(xk(s), s ≤ t, k = 1, . . . , n))t≥0 ;

2◦) xk(0) = xk, k = 1, . . . , n;

3◦) äëÿ äîâiëüíèõ l < k òà äîâiëüíîãî t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü xl(t) ≤ xk(t);

4◦) äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 êâàäðàòè÷íà õàðàêòåðèñòèêà

〈xk(·)〉t =

t∫
0

ds

mk(s)
,
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äå

mk(t) =
∑

i∈Mk(t)

ai,

Mk(t) = {i = 1, . . . , n : ∃ s ≤ t, xk(s) = xi(s)};

5◦) ñóìiñíà õàðàêòåðèñòèêà

〈xl(·), xk(·)〉t I{t<τl,k} = 0,

äå τl,k = inf{t : xl(t) = xk(t)}.

Óìîâè 1◦)�5◦) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ðîçïîäië

(x1(·), . . . , xn(·)) ó ïðîñòîði
(
(C(R+))n, B((C(R+))n)

)
.

Îòðèìàíà ñèñòåìà ïðîöåñiâ ¹ øóêàíîþ. Ñïðàâäi, óìîâà 1◦) îçíà-

÷à¹, ùî ÷àñòèíêè ìàþòü äèôóçiþ, ÿêà çìiíþ¹òüñÿ çãiäíî óìîâè 4◦),

à ñàìå: ïiñëÿ ñêëåþâàííÿ ¨õíÿ ìàñà ñóìó¹òüñÿ i äèôóçiÿ çìiíþ¹òüñÿ

îáåðíåíî ïðîïîðöiéíî êîðåíþ êâàäðàòíîìó ìàñè. Óìîâè 2◦) òà 3◦)

âiäïîâiäàþòü çà ñòàðò i óïîðÿäêîâàíiñòü ÷àñòèíîê ïiä ÷àñ ðóõó, à

5◦) âêàçó¹ íà íåçàëåæíó ïîâåäiíêó äî ìîìåíòó çiòêíåííÿ. Âiäìiòè-

ìî, ùî åôåêò ñêëåþâàííÿ ÷àñòèíîê íå çàêëàäåíèé ó æîäíó ç óìîâ

1◦)�5◦), îäíàê öÿ âëàñòèâiñòü ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì 1◦) òà 3◦).

Ëåìà 1.2.2. Íåõàé y1, y2 � íåïåðåðâíi ìàðòèíãàëè âiäíîñíî

ñïiëüíî¨ ôiëüòðàöi¨ (St)t≥0. ßêùî y1(t) ≤ y2(t) äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ],

òî

(y2(t)− y1(t)) I{t>σ} = 0,

äå σ = inf{t : y1(t) = y2(t)} ∧ T .

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ En âèïàäêî-

âèé ïðîöåñ Xa
· (x) = (x1(·), . . . , xn(·)), çàäàíèé íà [0,+∞) çi çíà÷åí-

íÿìè â En, íàçèâàòèìåìî ïðîöåñîì âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê

â En, ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦)�5◦) òåîðåìè.

Ó äîâåäåííi òåîðåìè 1.2.1 ñèñòåìà ïðîöåñiâ {xk(t), k =

1, . . . , n, t ≥ 0} áóäó¹òüñÿ êîíñòðóêòèâíî, çi øìàòêiâ òðà¹êòîðié
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ñóêóïíîñòi íåçàëåæíèõ ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ {wk, k =

1, . . . , n}. Íà iäåéíîìó ðiâíi îïèøåìî àëãîðèòì ïîáóäîâè íàøî¨ ñè-

ñòåìè. Íåõàé ìè ìà¹ìî n áðîóíiâñüêèõ ÷àñòèíîê (¨õíi òðà¹êòîði¨ îïè-

ñóþòü ïðîöåñè xk + wk(·)√
ak
, k = 1, . . . , n), êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ìiòêó âiä 1

äî n. Çàäàìî öi ìiòêè âåêòîðîì p = (p1, . . . , pn), ÿêèé ¹ ïåðåñòàíîâ-

êîþ åëåìåíòiâ (1, . . . , n). Êîëè äâi àáî áiëüøå ÷àñòèíêè çiòêíóòüñÿ,

òî ïiñëÿ çiòêíåííÿ çàëèøà¹ìî ÷àñòèíêó ç ìåíøîþ ìiòêîþ, �ñòèñêàþ-

÷è� ¨¨ òðà¹êòîðiþ, à ðåøòó ÷àñòèíîê �âáèâà¹ìî�. Îòðèìàíà ñèñòåìà

ïðîöåñiâ i ¹ øóêàíîþ. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî äëÿ ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè âå-

êòîð p íå âiäiãðà¹ æîäíî¨ ðîëi, à ñàìå: ðîçïîäië (x1(·), . . . , xn(·)) âiä

p íå çàëåæèòü. Îäíàê ó äðóãîìó ðîçäiëi ïðè âèâ÷åííi íåñêií÷åííî¨

ñèñòåìè ÷àñòèíîê ñàìå ïåâíèé âèáið p äàñòü çìîãó ïåðåéòè âiä ñêií-

÷åííî¨ ñèñòåìè äî íåñêií÷åííî¨ çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó.

Ïðàâèëî, ÿêå ñèñòåìi {xk + wk(·), k = 1, . . . , n} ñòàâèòü ó âiä-

ïîâiäíiñòü ñèñòåìó {xk(·); k = 1, . . . , n}, ïîçíà÷èìî ÷åðåç F̂ a,p
n . Çà

äîïîìîãîþ öüîãî âiäîáðàæåííÿ ó ïàðàãðàôi 1.3 ïîáóäîâàíî ñiì'þ

ïðîöåñiâ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê Xa
s,s+·(x) îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ

òî÷îê x ∈ En, ÿêà âîëîäi¹ åâîëþöiéíîþ âëàñòèâiñòþ

Xa
r,t(X

a
s,r(x)) = Xa

s,t(x) ì.í. s < r < t.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. Ñiì'þ CEn([s,∞))-çíà÷íèõ âèïàäêîâèõ ïðî-

öåñiâ {Xa
s,·(x), x ∈ En}, s ≥ 0, íàçèâàòèìåìî ïîòîêîì ÷àñòèíîê

çi ñêëåþâàííÿì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî s ≥ 0 âiäîáðàæåííÿ

Xa
s,· : E

n × Ω→ CEn([s,∞))

¹ âèìiðíèì i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè

1) äëÿ äîâiëüíèõ s < r < t i x ∈ En Xa
r,t(X

a
s,r(x)) = Xa

s,t(x) ì.í.;

2) äëÿ äîâiëüíèõ t1 < . . . < tN ñiì'ÿ {Xa
ti,ti+1

, 1 ≤ i ≤ N − 1} ¹
íåçàëåæíîþ;
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3) äëÿ äîâiëüíîãî s òà äîâiëüíèõ x1, . . . , xm ∈ En ðîçïîäië

(Xa
s,s+·(x

1), . . . , Xa
s,s+·(x

m)) ñïiâïàäà¹ ç ðîçïîäiëîì (F̂ a,p
n (x1 +

w(·)), . . . , F̂ a,p
n (xm + w(·))), äå w � äåÿêèé ñòàíäàðòíèé âiíå-

ðiâñüêèé ïðîöåñ â Rn òà p = (1, . . . , n).

Òâåðäæåííÿ 1.3.1. Äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ An iñíó¹ ïîòiê ÷àñòè-

íîê çi ñêëåþâàííÿì {Xa
s,t(x), x ∈ En, s, t ∈ [0,+∞), s ≤ t}.

Íà îñíîâi åâîëþöiéíî¨ âëàñòèâîñòi ïîòîêó ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàí-

íÿì âñòàíîâëþ¹òüñÿ ìàðêîâñüêà âëàñòèâiñòü ïðîöåñó âàæêèõ äèôó-

çiéíèõ ÷àñòèíîê Xa
· (x).

Íåõàé C0(E
n) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà En, ùî çàíó-

ëÿþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi, ç ñóïðåìóì íîðìîþ, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî

‖ · ‖. Äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0, x ∈ En òà ôóíêöi¨ f ∈ C0(E
n) âiçüìåìî

Ttf(x) = E f(Xa
t (x)).

Ó ïóíêòi 1.4 ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî íàïiâãðóïà {Tt, t ≥ 0} ¹ ôåëåðiâ-

ñüêîþ i çíàõîäèòüñÿ âèãëÿä ¨¨ iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà.

Òâåðäæåííÿ 1.4.1. {Tt, t ≥ 0} çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi âëàñòè-
âîñòi:

1) Tt : C0(E
n)→ C0(E

n);

2) Tt1 = 1;

3) TtTsf(x) = Tt+sf(x);

4) äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ C0(E
n) ‖Ttf − f‖ → 0 ïðè t→ 0;

5) ‖Ttf‖ ≤ ‖f‖.

Íåõàé Sn = {K = (α1, . . . , αp) : αi ⊆ {1, . . . , n}, i =

1, . . . , p, p = 1, . . . , n} � ñóêóïíiñòü ðîçáèòòiâ ìíîæèíè {1, . . . , n}

òàêèõ, ùî

1) l < k äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ αi, l ∈ αi+1 òà i ∈ {1, . . . , n− 1};

2)
p⋃
i=1

αi = {1, . . . , n}.

Ñèìâîëîì |K| ïîçíà÷àòèìåìî ÷èñëî p, à K(i) � åëåìåíò α ∈ K, äëÿ
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ÿêîãî i ∈ α. Âiçüìåìî

SnK = {(x1, . . . , xn) ∈ En : xi = xi+1 ⇔

⇔ K(i) = K(i+ 1), i = 1, . . . , n− 1}

òà

S−K = {(β1, . . . , βq) : q = |K| − 1, ∀ i ∃ j βi ⊇ K(j)}.

Äëÿ ðîçáèòòÿ K ∈ Sn ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì fK çâóæåííÿ n-

çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíó SnK , òîáòî

fK(y1, . . . , y|K|) = f
∣∣
SnK

(x1, . . . , xn),

äå x ∈ SnK , òîáòî (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , y1, . . . , y|K|, . . . , y|K|).

Íåõàé Ĉ(En) � ñóêóïíiñòü ôóíêöié f iç C0(E
n) òàêèõ, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî K = (α1, . . . , αp) ∈ Sn ôóíêöiÿ fK äâi÷i íåïåðåðâíî äè-

ôåðåíöiéîâíà íà E |K| i ïîõiäíà äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ìîæå

áóòè ïðîäîâæåíà äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà SnK ∪
(⋃

P∈S−K
SnP

)
.

Ïîçíà÷èìî DEn � ñóêóïíiñòü ôóíêöié f iç Ĉ(En) òàêèõ, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãîK = (α1, . . . , αp) ∈ Sn i äëÿ äîâiëüíîãî P i = (α1, . . . , αi∪

αi+1, . . . , αp) ∈ S−K ñïðàâåäëèâî

∆KfK
∣∣
yi=yi+1

= ∆P ifP i. (1.17)

Òóò

∆KfK(y1, . . . , yp) =

p∑
j=1

1

#αj

∂2

∂y2
j

fK(y1, . . . , yp).

Íà ìíîæèíi DEn çàäàìî îïåðàòîð GEn

GEn f(x1, . . . , xn) =
1

2
∆nf(x1, . . . , xn),

äå ∆n � n-âèìiðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 1.4.1. Çàìèêàííÿ GEn ëiíiéíîãî îïåðàòîðà GEn â ïðî-

ñòîði C0(E
n) ¹ ãåíåðàòîðîì íàïiâãðóïè {Tt, t ≥ 0}.
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Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíèé ìîäåëi çëi÷åí-

íîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê çìiííî¨ ìàñè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïóíêòó 2.1 ¹ òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ íå-

ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ïðîöåñiâ, ÿêà ¹ ìàòåìàòè÷íèì îïèñîì ìîäåëi ÷à-

ñòèíîê, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë {xk, k ∈ Z}
òà {ak, k ∈ Z} çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

1?) äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z ak > 0, xk < xk+1;

2?) iñíóþòü ïîñëiäîâíiñòü {ni, i ∈ Z} òà ñòàëà C > 0 òàêi, ùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ Z ani+1 ∧ ani ≥ C, xni+1 − xni ≥ C, n0 = 0.

Òîäi iñíó¹ ñèñòåìà âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0}
òàêà, ùî:

1◦) äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z ïðîöåñ xk(·) � íåïåðåðâíèé êâàäðàòè÷íî

iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð

(Ft)t≥0 = (σ(xk(s), s ≤ t, k ∈ Z))t≥0 ;

2◦) xk(0) = xk, k ∈ Z;

3◦) äëÿ äîâiëüíèõ l < k òà äîâiëüíîãî t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü xl(t) ≤ xk(t);

4◦) äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 êâàäðàòè÷íà õàðàêòåðèñòèêà

〈xk(·)〉t =

t∫
0

ds

mk(s)
,

äå

mk(t) =
∑

i∈Mk(t)

ai,

Mk(t) = {i ∈ Z : ∃ s ≤ t, xk(s) = xi(s)};

5◦) ñóìiñíà õàðàêòåðèñòèêà

〈xl(·), xk(·)〉t I{t<τl,k} = 0,

äå τl,k = inf{t : xl(t) = xk(t)}.
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Óìîâè 1◦)�5◦) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ðîçïîäië

(. . . , x−n(·), . . . , xn(·), . . .) ó ïðîñòîði
(
(C(R+))Z, B((C(R+))Z)

)
.

ßê áà÷èìî, äàíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ äîñòàòíi óìîâè íà ðîçïîäië

ìàñè ÷àñòèíîê â ìîìåíò ñòàðòó, çà ÿêèõ iñíó¹ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü

ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì. Ïîòðiáíî âiäìiòè-

òè, ùî â ñèëó óìîâè 2?) ñóìàðíà ìàñà ÷àñòèíîê â ñèñòåìi ðiâíà íå-

ñêií÷åííîñòi.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Ñóêóïíiñòü ïðîöåñiâ {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0},

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦)�5◦) òåîðåìè 2.1.1, íàçèâàòèìåìî ñè-

ñòåìîþ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè âñòàíîâëþ¹òüñÿ îäíà âëàñòèâiñòü ñèñòå-

ìè íåçàëåæíèõ ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ.

Ëåìà 2.1.2. Íåõàé {wk, k ∈ N} � ñóêóïíiñòü íåçàëåæíèõ

ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ, ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë

{yk, k ∈ N} òà {bk, k ∈ N} òàêi, ùî

1) äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N yk < yk+1;

2) iñíó¹ C > 0 òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N bk ≥ C,

yk+1 − yk ≥ C.

Ïîçíà÷èìî

ξk = max
t∈[0,T ]

{
yk +

1√
bk
wk(t)

}
,

ηk = min
t∈[0,T ]

{
yk +

1√
bk
wk(t)

}
.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî δ ∈ (0, C2 )

P
{

lim
n→∞

{
max
k=1,...,n

ξk ≤ yn +
C

2
, ηn+1 > yn +

C

2
+ δ

}}
= 1.

Ïîçíà÷èìî

(xn−n(·), . . . , xnn(·)) = F̂ an,pn

2n+1 (x−n + w−n, . . . , xn + wn). (2.1)
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Çà ðàõóíîê îñòàííüî¨ ëåìè òà ñïåöiàëüíîãî âèáîðó ìiòîê pn ìîæíà

ïåðåéòè äî ãðàíèöi â ïîñëiäîâíîñòi (xn−k(·))n≥|k| ïðè n→∞. Ñèñòåìà

ãðàíè÷íèõ ïðîöåñiâ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦)�5◦) òåîðåìè 2.1.1.

Ó íàñòóïíîìó ïóíêòi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ïî-

áóäîâàíà ñèñòåìà ïðîöåñiâ ¹ ñòðîãî ìàðêîâñüêîþ ó äåÿêîìó ìåòðè-

÷íîìó ïðîñòîði. Ç óðàõóâàííÿì óìîâè 3◦) òà óìîâ 1?), 2?) öèì ìåòðè-

÷íèì ïðîñòîðîì ¹ ìíîæèíà íåñïàäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (xk)k∈Z òàêèõ,

ùî

lim
k→±∞

xk
k

= 1 (2.4)

ç ìåòðèêîþ

ρ((xk)k∈Z, (yk)k∈Z) = max
k∈Z

|xk − yk|
1 + |k|

.

Ïîçíà÷àòèìåìî öþ ìíîæèíó ñèìâîëîì M.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ {Xt, t ≥ 0} çi çíà÷åí-

íÿìè â M íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â

M, ÿêùî iñíó¹ ñèñòåìà âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê {xk(t), k ∈

Z, t ≥ 0} òàêà, ùî ak = 1, k ∈ Z, i äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0

Xt = (xk(t))k∈Z.

Ç óìîâè (2.4), à òàêîæ òîãî, ùî ÷àñòèíêè çà ñêií÷åííèé ïðîìi-

æîê ÷àñó íå âñòèãàþòü ñèëüíî âiäõèëèòèñü âiä ñâîãî ïî÷àòêîâîãî

ïîëîæåííÿ, âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íåïåðåðâíîãî ïðîöåñó âàæêèõ äè-

ôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M, ÿêèé ñòàðòóâàâ ç äîâiëüíî¨ íàïåðåä çàäàíî¨

òî÷êè M.

Òâåðäæåííÿ 2.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M iñíó¹ íåïåðåðâíèé

ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M {Xt(x), t ≥ 0} òàêèé,

ùî X0(x) = x.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôó 2.2 ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M ¹

ñòðîãî ìàðêîâñüêèì ïðîöåñîì.
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Îñêiëüêè ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M ¹ ñòðîãî ìàð-

êîâñüêèì, òî â ïóíêòi 2.3 çíàéäåíî ãåíåðàòîð öüîãî ïðîöåñó i ðîçâ'ÿ-

çàíî ïðîáëåìó ìàðòèíãàëiâ. Îòæå, âiçüìåìî

DM = {f ◦ πk
∣∣
M

: f ∈ C2(R2k+1), f ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, k ∈ N}.

Íà ìíîæèíi DM çàäàìî îïåðàòîð

GM f̃(x) =
1

2

k∑
i,j=−k

∂2

∂xi∂xj
f(πkx)

I{xi=xj}∑
l∈Z

I{xi=xl}
,

äå f̃ = f ◦ πk òà πkx = (x−k, . . . , xk).

Òåîðåìà 2.3.1. Ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê ¹ ¹äèíèì

ðîçâ'ÿçêîì (GM,DM)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ.

Ó ïóíêòi 2.4 âèâ÷à¹òüñÿ iñíóâàííÿ ñèñòåìè âàæêèõ äèôóçiéíèõ

÷àñòèíîê äëÿ âèïàäêó, êîëè ñòàðò âèïàäêîâèé i çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêié

óìîâi ñòàöiîíàðíîñòi. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ðîçïîäië ÷àñòèíîê íà ïðÿ-

ìié iíêîëè çðó÷íî çàäàâàòè çà äîïîìîãîþ ìið âèãëÿäó µ =
∑
k∈Z

akδxk ,

äå xk òà ak ïîëîæåííÿ òà ìàñà k-òî¨ ÷àñòèíêè. Òàêi ìiðè íàçèâàþòüñÿ

òî÷êîâèìè ìiðàìè.

Îçíà÷åííÿ 2.4.1. Òî÷êîâîþ ìiðîþ íà R íàçèâàòèìåìî ìiðó

µ =
∑
k∈I

akδxk, äå ak > 0, xk ∈ R, xl 6= xk ïðè l 6= k i I ⊆ Z.

Ïîðÿä ç µ áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìiðó µ∗ =
∑
k∈I

δxk .

Íåõàé N � ìíîæèíà òî÷êîâèõ ìið µ íà R, ùî µ∗(B) < ∞ äëÿ

äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè B ∈ B(R).

Ñôîðìóëþ¹ìî îçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êîâî¨ ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 2.4.2. Ñòàöiîíàðíîþ òî÷êîâîþ ìiðîþ µ íà R íà-

çèâàòèìåìî âiäîáðàæåííÿ

µ : B(R)× Ω→ R+ ∪{∞},

ÿêå ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
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1) äëÿ áóäü-ÿêîãî B ∈ B(R) µ(B, ·) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà;

2) µ(·, ω) ∈ N, ∀ ω ∈ Ω;

3) äëÿ áóäü-ÿêèõ B1, . . . , Bn ∈ B(R) i h ∈ R

(µ(B1), . . . , µ(Bn))
d
= (µ(B1 + h), . . . , µ(Bn + h)).

Íåõàé â ìîìåíò ñòàðòó ðîçïîäië ÷àñòèíîê íà ïðÿìié ¹ ñòàöiîíàð-

íèì. Ó òåîðåìi 2.4.1 âñòàíîâëþ¹òüñÿ iñíóâàííÿ ñóêóïíîñòi ïðîöåñiâ,

ÿêà ¹ ìàòåìàòè÷íèì îïèñîì ðóõó äàíî¨ ñèñòåìè ÷àñòèíîê iç âçà¹-

ìîäi¹þ. Iñíóâàííÿ òàêî¨ ñóêóïíîñòi ïðîöåñiâ  ðóíòó¹òüñÿ íà îäíié

âëàñòèâîñòi ñòàöiîíàðíèõ òî÷êîâèõ ìið.

Ëåìà 2.4.1. Íåõàé µ =
∑
k∈I

akδxk � ñòàöiîíàðíà òî÷êîâà ìiðà

òàêà, ùî µ 6= 0 ì.í., äëÿ äîâiëüíèõ l, k ∈ I ç òîãî, ùî l < k

i l ≤ i ≤ k, âèïëèâà¹ xl < xk òà i ∈ I. Òîäi ç éìîâiðíiñòþ 1

I = Z i ïîñëiäîâíîñòi {xk, k ∈ Z} òà {ak, k ∈ Z} çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè 1?), 2?) òåîðåìè 2.1.1.

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé µ =
∑
k∈Z

akδxk � ñòàöiîíàðíà òî÷êîâà

ìiðà íà R çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ àòîìiâ íà êîæíîìó âiäðiçêó i

µ 6= 0. Òîäi iñíó¹ ñèñòåìà ïðîöåñiâ {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0}, ÿêà çàäî-
âîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1◦) äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z ïðîöåñ xk(·)− xk � íåïåðåðâíèé êâàäðà-

òè÷íî iíòåãðîâíèé ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë âiäíîñíî ïîòîêó σ-

àëãåáð

(Ft)t≥0 = (σ(xk(s), s ≤ t, k ∈ Z))t≥0 ;

2◦) xk(0) = xk, k ∈ Z;

3◦) äëÿ äîâiëüíèõ l < k òà äîâiëüíîãî t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü xl(t) ≤ xk(t);

4◦) äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 êâàäðàòè÷íà õàðàêòåðèñòèêà

〈xk(·)− xk〉t =

t∫
0

ds

mk(s)
,



24

äå

mk(t) =
∑

i∈Mk(t)

ai,

Mk(t) = {i ∈ Z : ∃ s ≤ t, xk(s) = xi(s)};

5◦) ñóìiñíà õàðàêòåðèñòèêà

〈xl(·)− xl, xk(·)− xk〉t I{t<τl,k} = 0,

äå τl,k = inf{t : xl(t) = xk(t)}.

Çàóâàæåííÿ 2.4.3. Ó äàíié òåîðåìi ñëîâî �ìàðòèíãàë� çàìi-

íåíå íà �ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë� ëèøå ïî òié ïðè÷èíi, ùî xk, k ∈ Z,

ìîæå íå ìàòè ïåðøîãî ìîìåíòó.

Ó îñòàííüîìó ïóíêòi äðóãîãî ðîçäiëó âèâ÷åíi àñèìïòîòè÷íi âëà-

ñòèâîñòi ñèñòåìè âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê ó âèïàäêó, êîëè ÷à-

ñòèíêè ñòàðòóâàëè ç öiëèõ òî÷îê ïðÿìî¨ ç îäèíè÷íèìè ìàñàìè.

Êëþ÷åâèì ìîìåíòîì ó äîâåäåííi óñiõ íèæ÷å ïåðåðàõîâàíèõ âëà-

ñòèâîñòåé ¹ òå, ùî çóñòði÷ äâîõ ÷àñòèíîê iç íàøî¨ ñèñòåìè äî ôiêñî-

âàíîãî ìîìåíòó t âiäáóâà¹òüñÿ ç ìåíøîþ éìîâiðíiñòþ, àíiæ çóñòði÷

äâîõ çâè÷àéíèõ áðîóíiâñüêèõ.

Íåõàé {(xk(t))k∈Z, t ≥ 0} � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòè-

íîê â M òà w, w1, w2 � íåçàëåæíi ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè.

Ïîçíà÷èìî äëÿ s ∈ R

σs = inf{t : w1(t)− w2(t) = s}. (2.14)

Ëåìà 2.5.2. Äëÿ äîâiëüíèõ k, l ∈ Z, t ≥ 0, a > 0 âèêîíó¹òüñÿ

P{τk,l ≤ t} ≤ P{σxl−xk ≤ t},

P
{

min
t∈[0,T ]

xk(t) ≤ xk(0)− a
}
≤ P

{
min
t∈[0,T ]

w(t) ≤ −a
}

òà

P
{

max
t∈[0,T ]

xk(t) ≥ xk(0) + a

}
≤ P

{
max
t∈[0,T ]

w(t) ≥ a

}
.
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Òðà¹êòîðiÿ îêðåìî¨ ÷àñòèíêè i ¨¨ ìàñà ó âèïàäêó, êîëè xk = k,

k ∈ Z, çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì àñèìïòîòè÷íèì âëàñòèâîñòÿì.

Ëåìà 2.5.3. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî k

P
{

lim
t→+∞

mk(t)

4
√
t ln ln t

≤ 1

}
= 1. (2.15)

Ëåìà 2.5.5. Äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1)

P
{

lim
t→+∞

|x0(t)|√
2t ln ln t

= 0

}
= 1,

P
{

lim
t→+∞

|x0(t)|
4
√
t1−ε

=∞
}

= 1.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìiðî-

çíà÷íèé ïðîöåñ ó ïðîñòîði ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ öiëî÷èñåëüíèõ ìið,

ÿêèé îïèñó¹ åâîëþöiþ ìàñè íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê, ùî

ñêëåþþòüñÿ i ïðè ñêëåþâàííi çìiíþþòü ñâîþ ìàñó.

Ó ïóíêòi 3.1 ââîäèòüñÿ ìåòðè÷íèé ïðîñòið H ëîêàëüíî ñêií÷åí-

íèõ öiëî÷èñåëüíèõ ìið íà R, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íi ñïiââiäíî-

øåííÿ

lim
n→+∞

µ([0, n))

n
= 1, lim

n→+∞

µ([−n, 0))

n
= 1. (3.1)

Ìåòðèêà íà H çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ç R â [0, 1]

Φ+ = {ϕ+
k , k ∈ N},

äå ϕ+
k (x) = 0 äëÿ x /∈ [0, k + 1] òà ϕ+

k (x) = 1 äëÿ x ∈ [1
2 , k], k ∈ N.

Ïîçíà÷èìî

Φ− = {ϕ−k : ϕ−k (x) = ϕ+
k (−x), x ∈ R, k ∈ N}.

Íåõàé CC(R) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà R ç êîìïàêòíèì

íîñi¹ì, à Q̃ = {gk, k ∈ N} � äåÿêà ïiäìíîæèíà öüîãî ïðîñòîðó
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òàêà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ CC(R)

çíàéäåòüñÿ êîìïàêò Kf ⊃ supp f òàêèé, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ε > 0

iñíó¹ gk ∈ Q̃, íîñié ÿêî¨ ëåæèòü â Kf , i ‖f − gk‖ < ε.

Âiçüìåìî Q = Q̃∪{ϕ+
k (x−k/2), k ∈ N}. Äëÿ µ, ν ∈ H âèçíà÷èìî

d(µ, ν) =
∞∑
k=1

1

2k
[|〈fk, µ〉 − 〈fk, ν〉| ∧ 1] ,

äå 〈f, µ〉 =
∫
R
f(x)µ(dx) òà Q = {fk, k ∈ N}.

Âèçíà÷èìî äëÿ µ, ν ∈ H

γ(µ, ν) = d(µ, ν) + max
k≥1

|〈ϕ−k , µ〉 − 〈ϕ
−
k , ν〉|

k
+ max

k≥1

|〈ϕ+
k , µ〉 − 〈ϕ

+
k , ν〉|

k
,

äå ôóíêöi¨ ϕ+
k , ϕ

−
k ëåæàòü â Φ+, Φ− âiäïîâiäíî.

Ëåìà 3.1.3. (H, γ) ¹ ïîâíèì ñåïàðàáåëüíèì ìåòðè÷íèì ïðî-

ñòîðîì.

Íàñïðàâäi åëåìåíòè M òà H çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ, ïðî ùî ñâiä÷èòü

íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 3.1.1. Ìiðà µ ëåæèòü â H òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíà-

éäåòüñÿ åëåìåíò (xk)k∈Z iç M òàêèé, ùî µ =
∑
k∈Z

δxk.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì çà äîïîìîãîþ ïðîöåñó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷à-

ñòèíîê â M ó ïóíêòi 3.2 áóäó¹òüñÿ âèïàäêîâèé ïðîöåñ â H, ÿêèé

îïèñó¹ åâîëþöiþ ìàñè íàøî¨ ñèñòåìè ÷àñòèíîê.

Îçíà÷åííÿ 3.2.1. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ {µt, t ≥ 0} íàçèâàòè-

ìåìî ïðîöåñîì âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â H, ÿêùî iñíó¹

{(xk(t))k∈Z, t ≥ 0} � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M òà-

êèé, ùî

µt =
∑
k∈Z

δxk(t), t ≥ 0.

Òâåðäæåííÿ 3.2.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëî÷èñåëüíî¨ ìiðè µ ∈

H iñíó¹ íåïåðåðâíèé ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â H

{µt, t ≥ 0} òàêèé, ùî µ0 = µ.
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Ó ïóíêòi 3.3 ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ïðîáëåìà ìàðòèíãàëiâ äëÿ ìiðîçíà-

÷íîãî ïðîöåñó, ÿêèé çàäà¹ ðóõ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê. Öå ïiçíi-

øå äàñòü çìîãó ðîçâ'ÿçàòè ïðîáëåìó ìàðòèíãàëiâ äëÿ ïðîöåñó âàæ-

êèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â H.

Íåõàé

Hn = {µ : µ − öiëî÷èñåëüíà ìiðà íà R, µ(R) = n}.

Ðîçãëÿäàòèìåìî Hn ÿê ìåòðè÷íèé ïðîñòið ç ìåòðèêîþ ñëàáêî¨ çái-

æíîñòi dn. Âèçíà÷èìî íà Hn ìiðîçíà÷íèé ïðîöåñ

µt =
n∑
k=1

δxk(t), t ≥ 0, (3.7)

äå {(x1(t), . . . , xn(t)), t ≥ 0} � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê

â En. Ïîçíà÷èìî

Fϕ,m = 〈ϕ, µ⊗m〉 =

∫
ϕ(x1, . . . , xm)µ(dx1) . . . µ(dxm).

Íåõàé Csym(Rn) � êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà Rn, ñèìåòðè÷íèõ

âiäíîñíî óñiõ ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò, ùî çàíóëÿþòüñÿ íà íåñêií÷åí-

íîñòi. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

Ξn : C0(E
n)→ Csym(Rn)

çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì

Ξn(f) = f
∣∣
En
.

Ðîçãëÿíåìî êëàñ ôóíêöié

Φn =
{
ϕ : ∃ ϕ̃ ∈ D0

En ∃K ∈ Sn Ξn(ϕ̃)
∣∣
SnK

= ϕ
}
,

äå

D0
En = {f ∈ Ĉ(En) : f − ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié}.
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Íåõàé

DHn
= ËÎ {Fϕ,m : ϕ ∈ Φn, m ≤ n} .

Äëÿ Fϕ,m ∈ DHn
ïîçíà÷èìî

GHn
Fϕ,m(µ) =

1

2

∫∫
R2

∂2

∂x∂y

δ2Fϕ,m(µ)

δµ(x)δµ(y)
δx(dy)µ(dx)+

+
1

2

∫
R

d2

dx2

δFϕ,m(µ)

δµ(x)
µ∗(dx). (3.9)

Òóò
δFϕ,n(µ)

δµ(x)
= lim

ε→0+

Fϕ,n(µ+ ε δx)− Fϕ,n(µ)

ε
.

Ó ïóíêòi 3.3 ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ïðîöåñ, ÿêèé çàäàíèé ðiâíi-

ñòþ (3.7), ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì (GHn
,DHn

)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ.

Íà îñíîâi öüîãî ó ïàðàãðàôàõ 3.4 òà 3.5 âñòàíîâëåíî, ùî ïðîöåñ

âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â H ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì (GH,DH)-

ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ, äå îïåðàòîð GH çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.9)

òà

DH = ËÎ{Fϕ,m ∈ DHn
:

ϕ ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, m ≤ n, n ∈ N}. (3.14)

Îäíàê òóò îçíà÷åííÿ ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ äëÿ (GH,DH) áóëî äåùî

çìiíåíî ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ïðè äîâåäåííi ¹äèíîñòi âèíèêà¹ íàñòóïíà

ïðîáëåìà. Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåâiðèòè, ùî íåïåðåðâíèé ïðîöåñ, ÿêèé ¹

ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ, îïèñó¹ åâîëþöiþ ìàñè äàíî¨ ñóêó-

ïíîñòi ÷àñòèíîê, íàì ïîòðiáíî âèäiëèòè ç òàêîãî ìiðîçíà÷íîãî ïðî-

öåñó ñèñòåìó íåïåðåðâíèõ ïðîöåñiâ â R, ÿêi á çàäàâàëè òðà¹êòîði¨

öèõ ÷àñòèíîê. Öüîãî ìè íå âìi¹ìî ðîáèòè, òîìó áóëè âèêîðèñòàíi

iäå¨, ÿêi çàïðîïîíîâàíi ó ìîíîãðàôi¨ [9], à ñàìå: ïîðÿä iç ïðîöåñîì â

ïðîñòîði öiëî÷èñåëüíèõ ìið ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîöåñ ó ïðîñòîði ïîñëi-

äîâíîñòåé.
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Îçíà÷åííÿ 3.5.1. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ {µt, t ≥ 0} íàçèâàòèìå-
ìî ðîçâ'ÿçêîì (GH,DH)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ, ÿêùî

1) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ DH

F (µt)− F (µ0)−
t∫

0

GH(F (µs))ds − ìàðòèíãàë;

2) iñíó¹ ñòðîãî ìàðêîâñüêèé íåïåðåðâíèé ïðîöåñ {(xk(t))k∈Z, t ≥
0} â M òàêèé, ùî

µt =
∑
k∈Z

δxk(t), t ≥ 0;

3) äëÿ êîæíîãî k ∈ Z i äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C2([0,+∞)),

îáìåæåíî¨ ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

f ′′(0) = 0, ðiçíèöÿ

f(xk+1(t)− xk(t))−

− 1

2

t∫
0

f ′′(xk+1(s)− xk(s))

[
1√

νk+1(s)
+

1√
νk(s)

]
ds

¹ ìàðòèíãàëîì. Òóò

νk(t) = #{i : xi(t) = xk(t)}. (3.15)

Çàóâàæåííÿ 3.5.1. Óìîâà 3) îçíà÷åííÿ 3.5.1 ãàðàíòó¹ òå, ùî

ïðîöåñè xk(·) òà xl(·) ïiñëÿ ñïiâïàäàííÿ íå ðîçiéäóòüñÿ, òîáòî

(xk(t)− xl(t)) I{t>τk,l} = 0.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïóíêòó 3.5.

Òåîðåìà 3.5.1. Ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê ¹ ¹äèíèì

ðîçâ'ÿçêîì (GH,DH)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÑÊIÍ×ÅÍÍI ÑÈÑÒÅÌÈ ÂÇÀ�ÌÎÄIÞ×ÈÕ

ÄÈÔÓÇIÉÍÈÕ ×ÀÑÒÈÍÎÊ

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî òà âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ñóêóïíîñòi

ïðîöåñiâ, ÿêi îïèñóþòü íàñòóïíó ìîäåëü ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè âçà¹-

ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê íà ïðÿìié. Äèôóíäóþ÷i ÷àñòèíêè ñòàðòóþòü iç

äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê äiéñíî¨ ïðÿìî¨, ðóõàþòüñÿ íåçàëå-

æíî äî ìîìåíòó çiòêíåííÿ, ïiñëÿ ÷îãî ñêëåþþòüñÿ i ðóõàþòüñÿ ðà-

çîì. Êîæíà ÷àñòèíêà ìà¹ ìàñó m, çâ'ÿçàíó ç ¨¨ êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨

σ ðiâíiñòþ

σ2 =
1

m
,

ïðè÷îìó ìàñà ÷àñòèíîê ïðè ñêëåþâàííi ñóìó¹òüñÿ. Ïðîöåñè, ÿêi çà-

äàþòü ðóõ ñèñòåìè ÷àñòèíîê, áóäóòü ïîáóäîâàíi êîíñòðóêòèâíî iç ñó-

êóïíîñòi ñòàíäàðòíèõ íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ. Òðà¹êòîði¨

âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ áóäåìî ñêëåþâàòè ó ìîìåíò ¨õíüîãî ïåðøîãî

ñïiâïàäàííÿ, çìiíþþ÷è ¨õíþ äèôóçiþ. Ïîêàçàíî, ùî ïðîöåñè, ÿêi

ïðè öüîìó óòâîðÿòüñÿ, ¹ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèìè ìàðòèíãàëàìè

âiäíîñíî ñïiëüíî¨ ôiëüòðàöi¨. Ïåðåâiðåíî, ùî òàêà ñèñòåìà ¹ ìàðêîâ-

ñüêîþ, i çíàéäåíî âèãëÿä ¨¨ iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà.

1.1 Äåÿêi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñêëåþ¹ òðà¹êòî-

ði¨ ïðîöåñiâ

Äëÿ òîãî, ùîá ìàòåìàòè÷íî îïèñàòè ìîäåëü ñóêóïíîñòi äèôóçié-

íèõ ÷àñòèíîê çi çìiííîþ ìàñîþ, ìè áóäåìî iç îäíèõ ïðîöåñiâ óòâîðþ-

âàòè iíøi çà äîïîìîãîþ ñêëåþâàííÿ ¨õíiõ òðà¹êòîðié. Îñòàííi áóäóòü

çàäàâàòè ïîâåäiíêó òàêèõ ÷àñòèíîê, òîìó ó äàíîìó ïóíêòi âñòàíîâ-

ëåíî äåÿêi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåííÿ â C(T), ÿêå ñêëåþ¹ ôóíêöi¨.

Òóò T äîðiâíþ¹ [0, T ] àáî [0,+∞).
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Íåõàé C̃(T) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà T, ÿêi ïðè t = 0

ðiâíi íóëþ. Âiçüìåìî ôóíêöi¨ f, g, h iç C̃(T) òà x, y iç R. Ïîçíà÷èìî

τ(x, y, f, g) = inf {t ∈ T : x+ f(t) = y + g(t)} (1.1)

òà

U1(x, y, f, g, h) = f(t) I{τ(x,y,f,g)>t}+

+ [h(t)− h(τ(x, y, f, g)) + f(τ(x, y, f, g))] I{τ(x,y,f,g)≤t},

U2(x, y, f, g, h) = g(t) I{τ(x,y,f,g)>t}+

+ [h(t)− h(τ(x, y, f, g)) + g(τ(x, y, f, g))] I{τ(x,y,f,g)≤t} .

Òóò τ(x, y, f, g) ¹ ìîìåíòîì ïåðøîãî ñïiâïàäàííÿ ôóíêöié x + f(·)

òà y + g(·). ßêùî íà ìiñöi f i g ñòîÿòèìóòü äâà âèïàäêîâèõ ïðîöå-

ñè, òî τ íàçèâàòèìåìî ìîìåíòîì çiòêíåííÿ öèõ ïðîöåñiâ. Áà÷èìî,

ùî âiäîáðàæåííÿ U(x, y, f, g, h) = (U1(x, y, f, g, h), U2(x, y, f, g, h))

äâîì äîâiëüíèì íåïåðåðâíèì ôóíêöiÿì f òà g ñòàâèòü ó âiäïîâiä-

íiñòü ôóíêöi¨, ÿêi ïiñëÿ τ(x, y, f, g) ñïiâïàäàþòü, òîáòî ìîæíà ãîâî-

ðèòè, ùî U ñêëåþ¹ ôóíêöi¨.

Ïåðåâiðèìî ñïî÷àòêó âèìiðíiñòü ââåäåíèõ òiëüêè-ùî âiäîáðà-

æåíü. Íåõàé(
F0
t

)
t≥0 = (σ({f : f(s1) ∈ ∆1} × {g : g(s2) ∈ ∆2} ,

si ≤ t, ∆i ∈ B(R), i = 1, 2))t≥0

� ïîòiê σ-àëãåáð ó ïðîñòîði (C̃(T))2.

Òâåðäæåííÿ 1.1.1. Âiäîáðàæåííÿ τ òà U ¹ âèìiðíèìè âiäîáðà-

æåííÿìè R2×(C̃(T))2 â R òà R2×(C̃(T))3 â (C̃(T))2 âiäïîâiäíî.

Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ T

{τ(x, y, ·, ·) ≤ t} ∈ F0
t ,

òîáòî τ ¹ ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨
(
F0
t

)
t∈T.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêèõ t ∈ T ç ðiâíîñòi

{τ(x, y, f, g) ≤ t} =
∞⋂
n=1

⋃
r∈Q∩[0,t]

{
|x+ f(r)− y − g(r)| < 1

n

}

âèïëèâà¹, ùî {τ ≤ t} ∈ B
(
R2×(C̃(T))2

)
i äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ R

{τ(x, y, ·, ·) ≤ t} ∈ F0
t .

Äàëi âiçüìåìî t1, . . . , tn ∈ T òà f ∈ C̃(T) i ïîçíà÷èìî πt1,...,tnf =

(f(t1), . . . , f(tn)). Õî÷åìî ïîêàçàòè, ùî πt1,...,tn ◦ U1 ¹ âèìiðíèì âiä-

îáðàæåííÿì R2×(C̃(T))3 â Rn. Ç öüîãî âèïëèâàòèìå íàøå òâåðäæå-

ííÿ. Ðîçãëÿíåìî

πt1,...,tnU1(x, y, f, g, h) = (f(ti) I{τ(x,y,f,g)>ti}+

+[h(ti)− h(τ(x, y, f, g)) + f(τ(x, y, f, g))] I{τ(x,y,f,g)≤ti})i=1,...,m.

Â ñèëó íåïåðåðâíîñòi

C̃(T)× T 3 (f, t) 7→ f(t) ∈ R

òà âèìiðíîñòi τ ìà¹ìî, ùî πt1,...,tn ◦ U1 âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ.

Äàëi äîâåäåìî äåêiëüêà ëåì, ç ÿêèõ ïiçíiøå áóäå âèïëèâàòè íå-

ïåðåðâíà çàëåæíiñòü ïîâåäiíêè ÷àñòèíîê çi çìiííîþ ìàñîþ âiä ìíî-

æèíè ñòàðòó.

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíi âèïàäêîâi ïðîöåñè η1, η2 íà T çi çíà÷åí-

íÿìè â R òàêi, ùî η1(0) = η2(0) = 0. Äëÿ x, y ∈ R âèçíà÷èìî

τ(x, y) = τ(x, y, η1, η2). (1.2)

Â ñèëó òâåðäæåííÿ 1.1.1 τ(x, y) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Ïîçíà÷èìî

η = η2 − η1.

Ëåìà 1.1.1. ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäóòüñÿ t1, t2 iç [0, ε),

ìîæëèâî çàëåæíi âiä ω, òàêi, ùî

η(τ(x, y) + t1) > η(τ(x, y)),

η(τ(x, y) + t2) < η(τ(x, y)),
(1.3)
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òî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {(xm, ym)}m≥1, ÿêà ïðÿìó¹ äî (x, y),

ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü ìàéæå íàïåâíî (ì.í.)

τ(xm, ym)→ τ(x, y) ïðè m→ +∞.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ R

τ(x+ z, y + z) = τ(x, y),

òî ðîçãëÿíåìî

τ(x) = τ(x, 0).

Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {xm}m≥1 çáiãà¹òüñÿ äî x. Ïîêàæåìî, ùî

τ(xm) → τ(x) ïðè m → +∞. Öüîãî áóäå äîñòàòíüî äëÿ äîâåäåí-

íÿ ëåìè.

Îñêiëüêè ìíîæèíè Kε(ω) = {η(t, ω), t ∈ [0, (τ(x, ω)− ε)∨ 0]} òà
{x} ¹ êîìïàêòàìè, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ ïðè x 6= 0, òî çíàéäåòüñÿ

íîìåð N1(ω), ùî äëÿ äîâiëüíèõ m ≥ N1 xm /∈ Kε(ω). Çâiäñè äëÿ

òàêèõ m

τ(xm) > τ(x)− ε . (1.4)

Äëÿ x = 0 îñòàííÿ íåðiâíiñòü î÷åâèäíà. Ç iíøî¨ ñòîðîíè, â ñèëó óìîâ

ëåìè äëÿ

ητ(x) = η(t+ τ(x))− η(τ(x))

çíàéäóòüñÿ t1, t2 ∈ [0, ε) òàêi, ùî ητ(x)(t1) > 0 òà ητ(x)(t2) < 0. Çi

çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {xm}m≥1 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íîìåðà N2(ω),

ùî äëÿ äîâiëüíîãî m ≥ N2

|x− xm| < ητ(x)(t1) ∧ ητ(x)(t2).

Çâiäñè iç âèãëÿäó τ(x) òà îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî, ùî

τ(xm) ≤ τ(x) + ε

äëÿ äîâiëüíîãî m ≥ N2.

Îòæå, |τ(x)− τ(xm)| < ε ïðè m ≥ N1 ∨N2.
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Äàëi, íåõàé ξ � íåïåðåðâíèé ïðîöåñ íà T çi çíà÷åííÿìè â R, ÿêèé

â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 äîðiâíþ¹ íóëåâi, i ïðîöåñè η1 òà η2

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ïîïåðåäíüî¨ ëåìè. Ïîáóäó¹ìî íîâi âèïàäêîâi

ïðîöåñè íàñòóïíèì ÷èíîì

(η̃1(x, ·), η̃2(y, ·)) = U(x, y, η1, η2, ξ).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 1.1.2. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {(xm, ym)}m≥1 çáiãà¹òüñÿ äî

(x, y) â R2. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî T > 0 òàêîãî, ùî [0, T ] ⊆ T

max
0≤t≤T

|η̃1(x, t)− η̃1(x
m, t)| → 0,

max
0≤t≤T

|η̃2(y, t)− η̃2(y
m, t)| → 0

ìàéæå íàïåâíî ïðè m→∞.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε > 0 i Ω′ = {τ(xm, ym) → τ(x, y)}. Â ñèëó ëå-

ìè 1.1.1 P{Ω′} = 1. Íàäàëi íàøi ìiðêóâàííÿ ïðîâîäèòèìåìî äëÿ äî-

âiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ω ∈ Ω′. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ η1 òà ξ (ω ôiêñîâàíå)

� íåïåðåðâíi íà [0, T ], òî â ñèëó òåîðåìè Êàíòîðà âîíè ðiâíîìiðíî

íåïåðåðâíi. Çâiäñè çðîçóìiëî, ùî ñiì'ÿ {η̃1(y, ·), y ∈ R} � îäíîñòàé-

íî ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà [0, T ]. Ðîçãëÿíåìî ε1 > 0, ÿêå çàäàìî

ïiçíiøå. Îñêiëüêè ìè âçÿëè ω iç Ω′, òî iñíó¹ íîìåð N1 = N1(ε1), ùî

äëÿ äîâiëüíîãî m ≥ N1

|τ(x, y)− τ(xm, ym)| < ε1 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä ïðîöåñó η̃1, îòðèìà¹ìî

max
0≤t≤T

|η̃1(x, t)− η̃1(x
m, t)| = max

t≤τ(x,y)−ε1
|η̃1(x, t)− η̃1(x

m, t)|∨

∨ max
|t−τ(x,y)|≤ε1

|η̃1(x, t)− η̃1(x
m, t)|∨

∨ max
τ(x,y)+ε1≤t≤T

|η̃1(x, t)− η̃1(x
m, t)| ≤

≤ |x− xm| ∨
[

max
|t−τ(x,y)|≤ε1

|η̃1(x, t)− η̃1(x, τ(x, y)− ε1)| +
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+ max
|t−τ(x,y)|≤ε1

|η̃1(x, τ(x, y)− ε1)− η̃1(x
m, τ(x, y)− ε1)|+

+ max
|t−τ(x,y)|≤ε1

|η̃1(x
m, τ(x, y)− ε1)− η̃1(x

m, t)|
]
∨

∨ |η1(τ(x, y))− ξ(τ(x, y))− η1(τ(xm, ym)) + ξ(τ(xm, ym))|.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îäíîñòàéíó ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü ñóêóïíîñòi

{η̃1(y, ·), y ∈ R}, âiçüìåìî ε1 òàê, ùîá äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ R

max
|t−τ(x,y)|≤ε1

|η̃1(y, τ(x, y)− ε1)− η̃1(y, t)| ≤
ε

3
.

Íåõàé íîìåð N2 âèáðàíî òàê, ùî äëÿ äîâiëüíîãî m ≥ N2

|x− xm| ≤ ε

3

òà

|η1(τ(x, y))− ξ(τ(x, y))− η1(τ(xm, ym)) + ξ(τ(xm, ym))| ≤ ε .

Çâiäñè äëÿ m ≥ N1 ∨N2

max
0≤t≤T

|η̃1(x, t)− η̃1(x
m, t)| ≤ ε

3
∨
[ε

3
+
ε

3
+
ε

3

]
∨ ε = ε .

Äîâåäåííÿ äëÿ η̃2 àíàëîãi÷íå.

Îñêiëüêè òðà¹êòîði¨ ÷àñòèíîê çi çìiííîþ ìàñîþ ìè áóäåìî óòâî-

ðþâàòè iç òðà¹êòîðié âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ ñêëåþâà-

ííÿ îñòàííiõ, òî äîâåäåìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.1.2. Íåõàé (w1, w2) � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ â R2,

ÿêèé ó íóëi äîðiâíþ¹ íóëåâi, i ïîñëiäîâíiñòü {(xm, ym)}m≥1 çáiãà-

¹òüñÿ äî (x, y) â R2. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ C̃(T) ïîñëiäîâíiñòü

{U(xm, ym, w1, w2, h)}m≥1 ïðÿìó¹ äî U(x, y, w1, w2, h) ìàéæå íàïåâ-

íî â (C̃(T))2.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ŵi = wi(τ(x, y) − ·) − wi(τ(x, y)), i = 1, 2.

Â ñèëó ëåìè 1.1.1 τ(x, y) � ìàðêîâñüêèé ìîìåíò i çãiäíî òâåðäæå-

ííÿ 2.9 [16, ñò. 94] P{τ(x, y) < ∞} = 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòðîãî
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ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó (Òåîðåìà 2.8 [16, ñò.

91]), ïðîöåñè ŵi, i = 1, 2, çíîâó âiíåðiâñüêi. Îñêiëüêè óìîâà (1.3)

äëÿ ïðîöåñiâ wi, i = 1, 2, âèïëèâà¹ iç çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìó

äëÿ ŵi, i = 1, 2 (äèâ. Òåîðåìà 2.5 [16, ñò. 70]), òî äàíå òâåðäæåííÿ

âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.1.2.

1.2 Iñíóâàííÿ ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ìàðòèíãàëiâ, ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâàì âçà¹ìîäi¨

Ìåòîþ äàíîãî ïóíêòó ¹ êîíñòðóêòèâíà ïîáóäîâà ñèñòåìè ìàðòèí-

ãàëiâ, ùî çàäàþòü ðóõ ñèñòåìè ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì, ÿêà îïè-

ñàíà ó âñòóïi. Ïiäõiä ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá �ñêëàñòè� òðà¹êòîði¨ ðóõó

÷àñòèíîê çi øìàòêiâ òðà¹êòîði¨ íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ.

Ìè ðîçðiçà¹ìî àáî ñêëåþ¹ìî òàêi òðà¹êòîði¨ â ìîìåíòè ¨õ çóñòði÷i.

Òóò ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî óòâîðåíi âiäïîâiäíèì ÷èíîì íîâi âèïàäêîâi

ïðîöåñè ìîæóòü ñëóæèòè ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ñèñòåìè ÷àñòèíîê

çi ñêëåþâàííÿì çìiííî¨ ìàñè.

Ïîçíà÷èìî

En = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xi ≤ xi+1, i = 1, . . . , n− 1}

òà

An = {(a1, . . . , an) ∈ Rn : ai > 0}.

Íàäàëi äîâiëüíèé åëåìåíò x = (x1, . . . , xn) iç ìíîæèíè En ââà-

æàòèìåìî ìíîæèíîþ ñòàðòó n äèôóíäóþ÷èõ ÷àñòèíîê ç ìàñàìè

a = (a1, . . . , an) ∈ An âiäïîâiäíî. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïóí-

êòó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ En òà a ∈ An iñíó¹ íàáið âè-

ïàäêîâèõ ïðîöåñiâ {xk(t), k = 1, . . . , n, t ≥ 0} òàêèõ, ùî:
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1◦) äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, . . . , n ïðîöåñ xk(·) � íåïåðåðâíèé êâà-

äðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð

(Ft)t≥0 = (σ(xk(s), s ≤ t, k = 1, . . . , n))t≥0 ;

2◦) xk(0) = xk, k = 1, . . . , n;

3◦) äëÿ äîâiëüíèõ l < k òà äîâiëüíîãî t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü xl(t) ≤ xk(t);

4◦) äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 êâàäðàòè÷íà õàðàêòåðèñòèêà

〈xk(·)〉t =

t∫
0

ds

mk(s)
,

äå

mk(t) =
∑

i∈Mk(t)

ai,

Mk(t) = {i = 1, . . . , n : ∃ s ≤ t, xk(s) = xi(s)};

5◦) ñóìiñíà õàðàêòåðèñòèêà

〈xl(·), xk(·)〉t I{t<τl,k} = 0,

äå τl,k = inf{t : xl(t) = xk(t)}.

Óìîâè 1◦)�5◦) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ðîçïîäië

(x1(·), . . . , xn(·)) ó ïðîñòîði
(
(C(R+))n, B((C(R+))n)

)
.

Óìîâà 1◦) îçíà÷à¹, ùî ÷àñòèíêè ìàþòü äèôóçiþ, ÿêà çìiíþ¹òüñÿ

çãiäíî óìîâè 4◦), à ñàìå: ïiñëÿ ñêëåþâàííÿ ¨õíÿ ìàñà ñóìó¹òüñÿ i äè-

ôóçiÿ çìiíþ¹òüñÿ îáåðíåíî ïðîïîðöiéíî êîðåíþ êâàäðàòíîìó ìàñè.

Óìîâè 2◦) òà 3◦) âiäïîâiäàþòü çà ñòàðò i óïîðÿäêîâàíiñòü ÷àñòèíîê

ïiä ÷àñ ðóõó, à 5◦) âêàçó¹ íà íåçàëåæíó ïîâåäiíêó äî ìîìåíòó çiòêíå-

ííÿ. Ïiçíiøå áóäå ïîêàçàíî, ùî åôåêò ñêëåþâàííÿ, ÿêèé ïðèñóòíié

â äàíié ìîäåëi, òàêîæ çàäà¹òüñÿ óìîâàìè 1◦)�5◦).
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà äâîõ iäåÿõ. Ïî-ïåðøå, øóêà-

íó ñèñòåìó ïðîöåñiâ ìîæíà îòðèìàòè iç ñóêóïíîñòi íåçàëåæíèõ âi-

íåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ, ñêëåþþ÷è ¨õíi òðà¹êòîði¨ ó âiäïîâiäíi ìîìåíòè

i çìiíþþ÷è ¨õíþ äèôóçiþ ïiñëÿ ñêëåþâàííÿ. I, ïî-äðóãå, äîâiëüíó

ñèñòåìó ïðîöåñiâ, ÿêà îïèñó¹ ñóìiñíèé ðóõ ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì

çìiííî¨ ìàñè, ìîæíà �äîêëå¨òè� äî ñèñòåìè íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ

ïðîöåñiâ.

Iñíóâàííÿ. Íåõàé {wk, k = 1, . . . , n} � ñóêóïíiñòü ñòàíäàðòíèõ

íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ. Ïîáóäó¹ìî iç {wk, k = 1, . . . , n}
ñèñòåìó ïðîöåñiâ {xk(·), k = 1, . . . , n}, ÿêà âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè

1◦)�5◦). Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî ñïî÷àòêó xk(·) íà âiäðiçêó [0, 1], à

ïîòiì ïðîäîâæèìî íà âñþ ïiâïðÿìó [0,+∞).

Íåõàé τ (0) = 0, A(0) = {{i}, i = 1, . . . , n} i w(0)
k (t) = xk + wk(t)√

ak
,

k = 1, . . . , n, t ∈ [0, 1]. Çà iíäóêöi¹þ ïîáóäó¹ìî ñèñòåìó ïðîöåñiâ

{w(p)
k , k = 1, . . . , n}, p = 1, . . . , n−1. Ðîçãëÿíåìî äëÿ k = 1, . . . , n−1

τ
(p)
k = inf{t : w

(p−1)
k (t) = w

(p−1)
k+1 (t)} ∧ 1.

Ïîçíà÷èìî

τ (p) = inf{τ (p)
k > τ (p−1); k = 1, . . . , n− 1} ∧ 1.

ÐîçãëÿíåìîA(p) � êëàñ ïiäìíîæèí ìíîæèíè {1, . . . , n}, ÿêèé âîëîäi¹
íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ A(p) i áóäü-ÿêèõ k, l ∈ A ÿêùî

l ≤ i ≤ k, òî i ∈ A;

2) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ A(p) i áóäü-ÿêèõ k, l ∈ A ñïðàâå-

äëèâà ðiâíiñòü w(p−1)
l (τ (p)) = w

(p−1)
k (τ (p));

3) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ A(p) i áóäü-ÿêèõ k ∈ A òà l ∈
{1, . . . , n} \ A ñïðàâåäëèâî w(p−1)

l (τ (p)) 6= w
(p−1)
k (τ (p)).
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ßêùî τ (p) = 1, òî âiçüìåìî w(p)
k (t) = w

(p−1)
k (t), t ∈ [0, 1], à ÿêùî

τ (p) < 1, òî äëÿ k ∈ A ∈ A(p)

w
(p)
k (t) =

 w
(p−1)
k (t), 0 ≤ t < τ (p),

w
(p−1)
j (τ (p))

(
1−

√
m1√
m2

)
+
√
m1√
m2
w

(p−1)
j (t), τ (p) ≤ t ≤ 1,

(1.5)

äå j � ìiíiìàëüíèé åëåìåíò â A, m2 =
∑
i∈|A|

ai òà m1 =
∑
i∈|B|

ai, äå

B ∈ A(p−1), j ∈ B.
Â ÿêîñòi ñèñòåìè ïðîöåñiâ {xk(·), k = 1, . . . , n} âiçüìåìî

{w(n−1)
k , k = 1, . . . , n}, òîáòî xk(·) = w

(n−1)
k .

Çàóâàæåííÿ 1.2.1. Ó íàâåäåíié êîíñòðóêöi¨, ñêëåþþ÷è â ìîìåíò

çiòêíåííÿ äâi àáî áiëüøå òðà¹êòîðié, ìè çàâæäè çàëèøàëè òó,

íîìåð ÿêî¨ íàéìåíøèé (j � ìiíiìàëüíèé åëåìåíò â A). Îäíàê

âiä öüîãî îáìåæåííÿ ìîæíà âiäìîâèòèñü i âèáèðàòè íîìåðà òðà-

¹êòîðié â íàïåðåä çàäàíîìó ïîðÿäêó, òîáòî äëÿ ïåðåñòàíîâêè

(p1, . . . , pn) åëåìåíòiâ {1, . . . , n} ó ôîðìóëi (1.5) âèçíà÷àòè j ÿê

iíäåêñ ìiíiìàëüíîãî åëåìåíòó â ìíîæèíi {pi, i ∈ A}. Äëÿ âèïàä-

êó, íàâåäåíîãî âèùå, pi = i, i = 1, . . . , n.

Çàóâàæåííÿ 1.2.2. Ïðàâèëî, ÿêå ñèñòåìi {xk+wk(·), k = 1, . . . , n}
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìó {xk(·), k = 1, . . . , n} (çàäà-

íèé ïîðÿäîê ñêëåþâàííÿ p), ïîçíà÷èìî ÷åðåç F a,p
n , äå a ∈ An

i (p1, . . . , pn) � äåÿêà ïåðåñòàíîâêà {1, . . . , n}. Òîäi â ñèëó ëå-

ìè 1.1.1 F a,p
n � âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó (Cn,Bn) â (Cn,Bn).

Òóò Cn = {f ∈ C([0, 1],Rn) : f(0) = (x1, . . . , xn)} òà Bn =

B(C([0, 1],Rn)) ∩ Cn.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðîöåñè iç ñóêóïíîñòi {xk(·), k = 1, . . . , n}
âîëîäiþòü íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(a) äëÿ äîâiëüíèõ l, k = 1, . . . , n i äîâiëüíîãî t ∈ [0, 1] ÿêùî l < k,

òî xl(t) ≤ xk(t);

(b) äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâî xk(0) = xk;
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(c) ÿêùî τl,k = inf{t : xl(t) = xk(t)}, òî

(xl(t)− xk(t)) I{t>τl,k} = 0, k, l ∈ {0, . . . , n}, t ∈ [0, 1].

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî ñèñòåìà {xk(·), k = 1, . . . , n} çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè 1◦), 4◦), 5◦) òåîðåìè.

Ïîáóäó¹ìî àíàëîãi÷íî ñóêóïíîñòi {xk(·), k = 1, . . . , n} ñèñòåìó
ïðîöåñiâ {x̃mk (·), k = m, . . . , n} iç ñèñòåìè {wk, k = m, . . . , n}, m =

2, . . . , n. Îñêiëüêè äëÿ m = 2, . . . , n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü x̃mm(t) =

xm(t) ïðè t ∈ [0, τm,m−1] i x̃mm(t) = xm−1(t) ïðè t ∈ (τm,m−1, 1] (îñòàííÿ

âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ â ñèëó âëàñòèâîñòi (c)), òî

xm(t) = x̃mm(t) I{t≤τm,m−1}+xm−1(t) I{t>τm,m−1} . (1.6)

Äëÿ äîâiëüíîãî k = 2, . . . , n âèçíà÷èìî

w̃k(t) = wk(t) I{t≤τk,k−1}+

+ (w̃k−1(t) + wk(τk,k−1)− w̃k−1(τk,k−1)) I{t>τk,k−1}, (1.7)

w̃1(t) = w1(t), t ∈ [0, 1].

Âèêîðèñòîâóþ÷è (1.6), ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâå-

ñòè íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 1.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, . . . , n w̃k(t) � ñòàíäàðòíèé

âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð
(
Fw̃
t

)
t≥0

, äå

Fw̃
t = σ (w̃k(s), s ≤ t, k = 1, . . . , n) ,

i ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ

xk(t) = xk +

t∫
0

dw̃k(s)√
mk(s)

,

äå

mk(t) =
∑

i∈Mk(t)

ai,

Mk(t) = {i = 1, . . . , n : ∃ s ≤ t, xk(s) = xi(s)}.
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Iç ëåìè 1.2.1 îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà {xk(·), k = 1, . . . , n}
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦) i 4◦) òåîðåìè. Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî

〈xl(·), xk(·)〉t I{t<τl,k} = 0.

Iç ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (1.7) äëÿ w̃k ïðè k = 1, . . . , n

îòðèìà¹ìî

w̃k(t) =

t∫
0

I{s≤τk,k−1} dwk(s) +

t∫
0

I{s>τk,k−1} dw̃k−1(s) =

= . . . =

t∫
0

k∏
j=2

I{s>τj,j−1} dw1(s)+

+
k−1∑
i=2

t∫
0

k∏
j=i+1

I{s>τj,j−1} I{s≤τi,i−1} dwi(s)+

+

t∫
0

I{s≤τk,k−1} dwk(s). (1.8)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (1.8) i ñïiââiäíîøåííÿ

τl,k = max{τi,i+1; i = l, . . . , k − 1}, l, k = 1, . . . , n, l < k,

ìà¹ìî 〈w̃l, w̃k〉t I{t<τl,k} = 0, à öå i äîâîäèòü òå, ùî ñèñòåìà {xk(·), k =

1, . . . , n} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 5◦), îñêiëüêè

〈xl(·), xk(·)〉t I{t<τl,k} =

t∫
0

d〈w̃l, w̃k〉s√
ml(s)mk(s)

I{t<τl,k} = 0.

�äèíiñòü. Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ðîçïîäiëó çàóâàæèìî, ùî

óìîâè òåîðåìè íå âêàçóþòü ÿâíî, ùî ïðîöåñè ïiñëÿ çóñòði÷i ñïiâïà-

äàþòü. Íàñòóïíà ëåìà ïîêàçó¹, ùî óìîâè 1◦) òà 3◦) öå çàáåçïå÷óþòü.

Ëåìà 1.2.2. Íåõàé y1, y2 � íåïåðåðâíi ìàðòèíãàëè âiäíîñíî ñïiëü-

íî¨ ôiëüòðàöi¨ (St)t≥0. ßêùî y1(t) ≤ y2(t) äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ], òî

(y2(t)− y1(t)) I{t>σ} = 0,

äå σ = inf{t : y1(t) = y2(t)} ∧ T .
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Öÿ ëåìà ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì Òâåðäæåííÿ 2.3.4 [17, ñò. 74], çìiñò

ÿêîãî ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äîäàíòié íåïåðåðâíèé ñïðàâà ñóïåðìàð-

òèíãàë ïiñëÿ ïîïàäàííÿ â íóëü òàì i çàëèøà¹òüñÿ.

Ïîâåðíåìîñü äî äîâåäåííÿ òåîðåìè. Íåõàé âèïàäêîâi ïðîöåñè ó

ñèñòåìi {xk(t), k = 1, . . . , n, t ∈ [0, 1]} çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì 1◦)�

5◦). Âiçüìåìî äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, . . . , n

wk(t) =

t∫
0

√
mk(s)dxk(s). (1.9)

Çðîçóìiëî, ùî {wk, k = 1, . . . , n} � ñèñòåìà êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâ-

íèõ ìàðòèíãàëiâ âiäíîñíî ñïiëüíî¨ ôiëüòðàöi¨ (Ft)t≥0. Êðiì òîãî

〈wk〉t =

t∫
0

mk(s)d〈xk(·)〉s =

t∫
0

ds = t.

Â ñèëó òåîðåìè Ëåâi (äèâ. Òåîðåìà 2.6.1 [18, ñò. 81]) äëÿ äîâiëüíîãî

k = 1, . . . , n ïðîöåñ wk � âiíåðiâñüêèé, ïðè÷îìó ç âëàñòèâîñòi 5◦)

ìà¹ìî

〈wl, wk〉t I{t<τl,k} = 0. (1.10)

Ç ôîðìóëè (1.9) âèïëèâà¹, ùî

xk(t) = xk +

t∫
0

dwk(s)√
mk(s)

, t ∈ [0, 1].

Ðîçãëÿíåìî (ìîæëèâî íà ðîçøèðåíîìó éìîâiðíîñíîìó ïðîñòîði)

ñèñòåìó íåçàëåæíèõ ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ {ηk, k =

1, . . . , n}, ÿêi íå çàëåæàòü âiä ñèñòåìè {wk, k = 1, . . . , n}. Âiçüìåìî

w̃1(t) = w1(t),

w̃k(t) = wk(t) I{t≤τk,k−1}+(ηk(t) + wk(τk,k−1)− ηk(τk,k−1)) I{t>τk,k−1} =

=

t∫
0

I{s≤τk,k−1} dwk(s) +

t∫
0

I{s>τk,k−1} dηk(s),
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k = 2, . . . , n, t ∈ [0, 1].

Ïðîöåñè w̃k, k = 1, . . . , n, � êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíi ìàðòèíãàëè

i â ñèëó íåçàëåæíîñòi ñèñòåì ïðîöåñiâ {ηk, k = 1, . . . , n} òà {wk, k =

1, . . . , n}

〈w̃l, w̃k〉t =

t∫
0

I{s≤τl,l−1} I{s≤τk,k−1} d〈wl, wk〉s+

+

t∫
0

I{s>τl,l−1} I{s>τk,k−1} d〈ηl, ηk〉s = δk,lt.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà â ñèëó òîãî, ùî τl,l−1 ∧ τk,k−1 ≤
τl,k i âëàñòèâîñòi (1.10). Çâiäñè âèïëèâà¹ (äèâ. Òåîðåìà 2.6.1 [18,

ñò. 81]), ùî (w̃1, . . . , w̃n) � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ â Rn. Òåïåð iç ïî-

áóäîâè F a,p
n , äå p = (1, . . . , n), òà ëåìè 1.2.2 âèïëèâà¹, ùî F a,p

n (x1 +

w̃1, . . . , xn + w̃n) = (x1(·), . . . , xn(·)). À öå i äîâîäèòü ¹äèíiñòü ðîçïî-

äiëó (x1(·), . . . , xn(·)) â ((C([0, 1]))n).

Çàëèøèëîñü ïðîäîâæèòè ïðîöåñè xk(·), k = 1, . . . , n, ç âiäðiçêà

[0, 1] íà âñþ ïiâïðÿìó R+. Ïîçíà÷èìî {xk,T (·), k = 1, . . . , n} ñèñòå-
ìó ïðîöåñiâ, ÿêà ïîáóäîâàíà iç ôiêñîâàíî¨ ñóêóïíîñòi ñòàíäàðòíèõ

âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ {wk, k = 1, . . . , n} òàêèì æå ÷èíîì, ÿê i ñè-

ñòåìà {xk(t), k = 1, . . . , n, t ∈ [0, 1]}. Âiäìiòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

T2 > T1 > 0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü xk,T1
(t) = xk,T2

(t) äëÿ êîæíîãî

k = 1, . . . , n, t ∈ [0, T1], ω ∈ Ω. Öå i äîâîäèòü íàøó òåîðåìó.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ En âèïàäêîâèé

ïðîöåñ Xa
· (x) = (x1(·), . . . , xn(·)), çàäàíèé íà [0,+∞) çi çíà÷åííÿìè

â En, íàçèâàòèìåìî ïðîöåñîì âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â En,

ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦)�5◦) òåîðåìè 1.2.1.

Çàóâàæåííÿ 1.2.3. Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëü-

íî¨ ñóêóïíîñòi ïðîöåñiâ {xk(t), k = 1, . . . , n, t ∈ [0, 1]}, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè 1◦)�5◦), çíàéäåòüñÿ (ìîæëèâî íà ðîçøèðåíîìó
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éìîâiðíîñíîìó ïðîñòîði) âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ (w1, . . . , wn) çi çíà÷å-

ííÿìè â Rn òàêèé, ùî F a,p
n (x1 +w1, . . . , xn+wn) = (x1(·), . . . , xn(·)),

äå p = (1, . . . , n).

Ïiçíiøå äëÿ íàñ áóäå âàæëèâèé ïîðÿäîê ñêëåþâàííÿ âiíåðiâ-

ñüêèõ ïðîöåñiâ ó ïîáóäîâi ñèñòåìè, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì äîâåäåìî íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 1.2.3. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïåðåñòàíîâêè p = (p1, . . . , pn) åëåìåíòiâ

1, . . . , n i äîâiëüíî¨ ñèñòåìè íåçàëåæíèõ ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ

ïðîöåñiâ {wk, k = 1, . . . , n}

F a,p
n (x1 + w1, . . . , xn + wn)

d
= F a,(1,...,n)

n (x1 + w1, . . . , xn + wn),

òîáòî ïðîöåñè {yk(t), k = 1, . . . , n, t ∈ [0, 1]}, äå

(y1(·), . . . , yn(·)) = F a,p
n (x1 + w1, . . . , xn + wn), (1.11)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1◦)�5◦) òåîðåìè.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî ñïî÷àòêó äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, . . . , n − 1

ðiâíiñòü

F a,p
n (x1 + w1, . . . , xn + wn)

d
= F a,pi

n (x1 + w1, . . . , xn + wn), (1.12)

äå pi = (p1, . . . , pi−1, pi+1, pi, pi+2, . . . , pn).

Íåõàé θ = inf{t : yi(t) = yi+1(t)} ∧ 1. Â ñèëó ïîáóäîâè ïðîöåñiâ

{yk(t), k = 1, . . . , n, t ∈ [0, 1]} ìîìåíò θ ¹ ìàðêîâñüêèì âiäíîñíî

ôiëüòðàöi¨, ïîðîäæåíî¨ ïðîöåñàìè {wk, k = 1, . . . , n}.
Âiçüìåìî

w̃k(t) = wk(t), k ∈ {1, . . . , n} \ {i, i+ 1},

w̃i(t) =

t∫
0

I{s≤θ} dwi(s) +

t∫
0

I{s>θ} dwi+1(s),

w̃i+1(t) =

t∫
0

I{s≤θ} dwi+1(s) +

t∫
0

I{s>θ} dwi(s), t ∈ [0, 1].
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ õàðàêòåðèñòèêè iíòåãðàëà Iòî [18,

ñò. 63], ìà¹ìî 〈w̃k, w̃l〉t = δk,lt. Çâiäñè â ñèëó òåîðåìè Ëåâi (äèâ.

Òåîðåìà 2.6.1 [18, ñò. 81]) {w̃k, k = 1, . . . , n} � íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi

ïðîöåñè. Iç çîáðàæåííÿ w̃k çðîçóìiëî, ùî

F a,p
n (x1 + w1, . . . , xn + wn) = F a,pi

n (x1 + w̃1, . . . , xn + w̃n).

Îòæå, çãiäíî çàóâàæåííÿ 1.2.2 ðiâíiñòü (1.12) âiðíà. Îñêiëüêè p �

ïåðåñòàíîâêà åëåìåíòiâ 1, . . . , n, òî öå äîâîäèòü ëåìó.

Àíàëîãi÷íî, ÿê i â äîâåäåííi òåîðåìè 1.2.1, ïðîäîâæèìî ñèñòå-

ìó {yk(t), k = 1, . . . , n, t ∈ [0, 1]}, ÿêà âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (1.11),

íà âñþ ïiâïðÿìó. Îòðèìà¹ìî {yk(t), k = 1, . . . , n, t ≥ 0}. Âiäîáðà-

æåííÿ, ÿêå ñèñòåìi {xk + wk(t), k = 1, . . . , n, t ≥ 0} ñòàâèòü ó

âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìó {yk(t), k = 1, . . . , n, t ≥ 0}, ïîçíà÷èìî ÷åðåç

F̂ a,p
n .
Çàóâàæåííÿ 1.2.4. Âñi ðåçóëüòàòè, ÿêi îòðèìàíi äëÿ âiäîáðà-

æåííÿ F a,p
n , çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè i äëÿ F̂ a,p

n , çîêðåìà äëÿ

äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ {wk, k =

1, . . . , n} òà ïåðåñòàíîâêè p ñèñòåìà ïðîöåñiâ F̂ a,p
n (x1+w1, . . . , xn+

wn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦)�5◦) òåîðåìè 1.2.1.
Çàóâàæåííÿ 1.2.5. Íåõàé {xk(t), k = 1, . . . , n, t ≥ 0} ñóêóïíiñòü
ïðîöåñiâ iç òåîðåìè 1.2.1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 íàáið ìíîæèí

Dn
t = {{k : xk(t) = xl(t)}, l = 1, . . . , n}

óòâîðþ¹ âèïàäêîâå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè {1, . . . , n} (äèâ., íàïðè-

êëàä, [19]).

1.3 Ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ â ïðîñòîði Rn, ùî âiäïîâiäà¹ ñè-

ñòåìi âçà¹ìîäiþ÷èõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê

Â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi áóëà ïîáóäîâàíà ñèñòåìà ïðîöåñiâ

{xk(t), k = 1, . . . , n, t ≥ 0}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦)�5◦) òåî-

ðåìè 1.2.1. Âîíà îïèñó¹ ñóìiñíèé ðóõ äèôóíäóþ÷èõ ÷àñòèíîê, ùî
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ñòàðòóâàëè ç òî÷îê x1, . . . , xn iç ìàñàìè a1, . . . , an ó öèõ òî÷êàõ, ðó-

õàþòüñÿ íåçàëåæíî äî ìîìåíòó çiòêíåííÿ, ïîòiì, ñêëåþþ÷èñü, ñó-

ìóþòü ñâîþ ìàñó i ðóõàþòüñÿ ðàçîì. Ó äàíîìó ïóíêòi ïåðåâiðèìî,

ùî åâîëþöiÿ ÷àñòèíîê â òàêié ìîäåëi çàëåæèòü ëèøå âiä ñòàíó ñè-

ñòåìè â ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó i íå çàëåæèòü âiä ìèíóëîãî. Òîáòî

ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ïðîöåñiâ Xa
· (x) = (x1(·), . . . , xn(·)) óòâîðþ¹

ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ ó ïðîñòîði Rn. Íàäàëi â ñèëó óìîâè 3◦) ôàçîâèì

ïðîñòîðîì ïîáóäîâàíî¨ ñóêóïíîñòi ïðîöåñiâ ââàæàòèìåìî ïðîñòið En

ç åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ x ∈ En Xa
· (x) îïèñó¹ ïîâåäiíêó áàãàòîâèìið-

íî¨ ÷àñòèíêè, ÿêà ðóõà¹òüñÿ ó ïðîñòîði En ÿê áðîóíiâñüêà äî ìîìåí-

òó ïîïàäàííÿ íà ãðàíèöþ îáëàñòi (êîëè áóäü-ÿêi äâi ç îäíîâèìiðíèõ

÷àñòèíîê ñêëåþþòüñÿ), ïiñëÿ öüîãî âîíà çìiíþ¹ ñâî¨ õàðàêòåðèñòèêè

i ðóõà¹òüñÿ äàëi, íå ïîêèäàþ÷è ìåæi. Ïðè öüîìó íà ìåæi En äàíà

÷àñòèíêà ¹ çíîâó áðîóíiâñüêà, àëå ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi òà ç iíøîþ

äèôóçi¹þ, òîìó ¨¨ ôàçîâèì ïðîñòîðîì ìîæíà ââàæàòè En−1 i ò.ä.

Íàøîþ ìåòîþ ¹ ïîáóäîâà ñiì'¨ ïðîöåñiâ Xa
· (x) îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ

òî÷îê x ∈ En. Çðîáèìî öå íàñòóïíèì ÷èíîì. Òðà¹êòîði¨ ñêií÷åí-

íî¨ ñóêóïíîñòi ÷àñòèíîê çàäàâàòèìåìî çà äîïîìîãîþ ïàðàëåëüíîãî

ïåðåíåñåííÿ òðà¹êòîði¨ äåÿêî¨, íàïåðåä âèäiëåíî¨ íàìè, ÷àñòèíêè.

Ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ [20].

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. Ñiì'þ CEn([s,∞))-çíà÷íèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ

{Xa
s,·(x), x ∈ En}, s ≥ 0, íàçèâàòèìåìî ïîòîêîì ÷àñòèíîê çi ñêëå-

þâàííÿì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî s ≥ 0 âiäîáðàæåííÿ

Xa
s,· : E

n × Ω→ CEn([s,∞))

¹ âèìiðíèì i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè

1) äëÿ äîâiëüíèõ s < r < t i x ∈ En Xa
r,t(X

a
s,r(x)) = Xa

s,t(x) ì.í.;

2) äëÿ äîâiëüíèõ t1 < . . . < tN ñiì'ÿ {Xa
ti,ti+1

, 1 ≤ i ≤ N − 1} ¹
íåçàëåæíîþ;
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3) äëÿ äîâiëüíîãî s òà äîâiëüíèõ x1, . . . , xm ∈ En ðîçïîäië

(Xa
s,s+·(x

1), . . . , Xa
s,s+·(x

m)) ñïiâïàäà¹ ç ðîçïîäiëîì (F̂ a,p
n (x1 +

w(·)), . . . , F̂ a,p
n (xm + w(·))), äå w � äåÿêèé ñòàíäàðòíèé âiíå-

ðiâñüêèé ïðîöåñ â Rn òà p = (1, . . . , n).

Â äàíîìó ïóíêòi ââàæàòèìåìî, ùî p = (1, . . . , n). Ïåðåâiðèìî

iñíóâàííÿ ïîòîêó ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì.

Òâåðäæåííÿ 1.3.1. Äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ An iñíó¹ ïîòiê ÷àñòèíîê

çi ñêëåþâàííÿì {Xa
s,t(x), x ∈ En, s, t ∈ [0,+∞), s ≤ t}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé w äåÿêèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ â Rn. Âiçüìåìî äëÿ

äîâiëüíîãî x ∈ En òà s ≥ 0

Xa
s,s+·(x) = F̂ a,p

n (x+ w(s+ ·)− w(s)).

Ïîêàæåìî, ùî {Xa
s,t(x), x ∈ En, s, t ∈ [0,+∞), s ≤ t} øóêà-

íèé ïîòiê ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì. Âèêîíàííÿ óìîâ 1)�3) îçíà-

÷åííÿ î÷åâèäíå. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä âiäîáðàæåííÿ F̂ a,p
n òà ëå-

ìó 1.1.1, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ íåñêëàäíî äîâåñòè âèìið-

íiñòü CEn([s,∞))-çíà÷íîãî ïðîöåñó Xa
s,·(x).

Äëÿ äîâåäåííÿ ìàðêîâñüêî¨ âëàñòèâîñòi ïðîöåñó âàæêèõ äèôó-

çiéíèõ ÷àñòèíîê íàì ïîòðiáíî íàâ÷èòèñü âìiùàòè öåé ïðîöåñ ó äå-

ÿêèé ïîòiê ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 1.3.1. Íåõàé x0 ∈ En i Xa
· (x

0) � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ

÷àñòèíîê. Òîäi iñíó¹ ïîòiê ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì {Xa
s,t(x), x ∈

En, s, t ∈ [0,+∞), s ≤ t} (ìîæëèâî íà ðîçøèðåíîìó éìîâiðíiñíî-

ìó ïðîñòîði) òàêèé, ùî

Xa
0,t(x

0) = Xa
t (x0), t ≥ 0. (1.13)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî çàóâàæåíü 1.2.3 òà 1.2.4 çíàéäåòüñÿ âiíåðiâñüêèé

ïðîöåñ w â Rn (ìîæëèâî íà ðîçøèðåíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði)

òàêèé, ùî

Xa
· (x

0) = F̂ a,p
n (x0 + w(·)).
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Çðîçóìiëî, ùî ïîòiê ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì

Xa
s,s+·(x) = F̂ a,p

n (x+ w(s+ ·)− w(s))

¹ øóêàíèì.

Òåïåð ìè ãîòîâi äîâåñòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïóíêòó.

Òåîðåìà 1.3.1. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ En òà a ∈ An ïðîöåñ âàæêèõ

äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê Xa
· (x) ¹ ìàðêîâñüêèì ó ïðîñòîði En.

Äîâåäåííÿ. ÎñêiëüêèXa
· (x) � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê,

òî â ñèëó òâåðäæåííÿ 1.3.1 çíàéäåòüñÿ ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê ÷àñòèíîê

çi ñêëåþâàííÿì Xa
s,t(x) òàêèé, ùî

Xa
t (x) = Xa

0,t(x).

Íåõàé

F
X(x)
t = σ

(
Xa

0,r(x), r ≤ t, x ∈ En
)
.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ 0 ≤ s ≤ t, x ∈ En òà f ∈ Cb(En)

E
(
f(Xa

t (x))|FX(x)
s

)
= E

(
f(Xa

0,t(x))|FX(x)
s

)
=

= E
(
f(Xa

s,t(X
a
0,s(x)))|FX(x)

s

)
= E

(
f(Xa

s,t(y))
) ∣∣

y=Xa
0,s(x).

Ïîÿñíèìî äåòàëüíî îñòàííié ïåðåõiä. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ (Òåîðåìà 5.4 [21, ñò. 85]).

Òåîðåìà 1.3.2. Íåõàé ξ � âèïàäêîâèé åëåìåíò ó âèìiðíîìó ïðî-

ñòîði Z òàêèé, ùî P{ξ ∈ ·|S} ìà¹ ðåãóëÿðíó âåðñiþ ν, S � äåÿêà

σ-àëãåáðà, η � S-âèìiðíèé åëåìåíò â Z òà g � âèìiðíà ôóíêöiÿ

íà Z2, äëÿ ÿêî¨ E |g(ξ, η)| <∞. Òîäi

E(g(ξ, η)|S) =

∫
g(s, η)ν(ds).

Ó íàøîìó âèïàäêó ðiâíiñòü E
(
f(Xa

s,t(X
a
0,s(x)))|FX(x)

s

)
=

E
(
f(Xa

s,t(y))
) ∣∣

y=Xa
0,s(x) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.3.2, ÿêùî âçÿòè ó ðîëi
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Z ïðîñòið ôóíêöié íà Rn ç öèëiíäðè÷íîþ σ-àëãåáðîþ, ξ = Xa
s,t,

η = Xa
0,s, S = FX(x)

s òà g(z1(·), z2(·)) = f(z1(z2(x))).

Ç iíøîãî áîêó,

E (f(Xa
t (x))|Xa

s (x)) = E
(
f(Xa

0,t(x))|Xa
0,s(x)

)
=

= E
(
f(Xa

s,t(X
a
0,s(x)))|Xa

0,s(x)
)

= E
(
f(Xa

s,t(y))
) ∣∣

y=Xa
0,s(x).

Îòæå,

E
(
f(Xa

t (x))|FX(x)
s

)
= E (f(Xa

t (x))|Xa
s (x)) .

Îñêiëüêè FX
s = σ (Xa

r (x), r ≤ s) ⊂ FX(x)
s , òî

E
(
f(Xa

t (x))|FX
s

)
= E (f(Xa

t (x))|Xa
s (x)) ,

ùî i òðåáà áóëî ïîêàçàòè.

Ñôîðìóëþ¹ìî îäíó âëàñòèâiñòü ïîòîêó {Xa
s,t(x), x ∈ En, s, t ∈

[0,+∞), s ≤ t}, ç ÿêî¨ ïiçíiøå âèïëèâàòèìå ñòðîãà ìàðêîâiñòü ïðî-

öåñó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê.

Ëåìà 1.3.2. Íåõàé {Xa
s,t(x), x ∈ En, s, t ∈ [0,+∞), s ≤ t} � ïîòiê

÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî s ≥ 0 CEn([s,∞))-

çíà÷íèé ïðîöåñ Xa
s,·(x) ¹ ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèì âiäíîñíî x.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè âèïëèâà¹ iç òâåðäæåííÿ 1.1.2.

ßê óæå çàçíà÷àëîñü, ïðîöåñ, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ, îïèñó¹ ñóìi-

ñíèé ðóõ ÷àñòèíîê, ùî ñêëåþþòüñÿ i çìiíþþòü ñâîþ ìàñó. Çàóâà-

æèìî, ùî äàíó ìîäåëü ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Ðóõàþòüñÿ âàæêi ÷àñòèíêè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç åëåìåíòàðíèõ ÷à-

ñòèíîê, ïðè÷îìó åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê ¹ ðiâíî n øòóê ç ìàñàìè

a1, . . . , an âiäïîâiäíî. Ìàñà âàæêî¨ ÷àñòèíêè ðiâíà ñóìi ìàñ åëåìåí-

òàðíèõ, ç ÿêèõ âîíà ñêëàäà¹òüñÿ. Ïðè òàêîìó ïiäõîäi åâîëþöiþ ñè-

ñòåìè ìîæåìî îïèñóâàòè çà äîïîìîãîþ ìiðîçíà÷íèõ ïðîöåñiâ âèãëÿ-

äó
n∑
k=1

akδxk(t), äå xk(t) � ïîëîæåííÿ k-î¨ åëåìåíòàðíî¨ ÷àñòèíêè â ìî-

ìåíò t, à ak � ¨¨ ìàñà. Â îñòàííüîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî âèâ÷àòè ïîâå-
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äiíêó íàøî¨ ñèñòåìè ç òî÷êè çîðó ìiðîçíà÷íèõ ïðîöåñiâ. Çàðàç âñòà-

íîâèìî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ïðîöåñó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòè-

íîê âiä ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ i ìàñ åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê. Àäæå

öå òå ñàìå, ùî i íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü
n∑
k=1

akδxk(t) âiä
n∑
k=1

akδxk(0), äå

(x1(·), . . . , xn(·)) � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â En.

Íåõàé

Y a
· (x) = F̂ a,p

n (x+ w(·)),

äå w � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ â Rn. Ñôîðìóëþ¹ìî íàñòó-

ïíó ëåìó.

Ëåìà 1.3.3. Äëÿ äîâiëüíîãî T > 0 i ïîñëiäîâíîñòåé {xm}m≥1 â En

òà {ak}k≥1 â An

sup
t∈[0,T ]

‖Y a
· (x)− Y ak

· (xm)‖ → 0 ì.í.,

ÿêùî xm → x ∈ En i ak → a ∈ An ïðè m, k → +∞.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ξ � íåïåðåðâíèé ïðîöåñ íà T çi çíà÷åííÿìè â R,
ÿêèé â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 äîðiâíþ¹ íóëåâi, i ïðîöåñè

η1 òà η2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 1.1.1. Ïîáóäó¹ìî íîâi âèïàäêîâi

ïðîöåñè íàñòóïíèì ÷èíîì

(η̃1(x, a, c, ·), η̃2(y, b, c, ·)) = U(x, y, a · η1, b · η2, c · ξ).

Òóò x, y ∈ R i a, b, c > 0. Àíàëîãi÷íî ëåìi 1.1.2 ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

ëåìà.

Ëåìà 1.3.4. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {(xm, ym)}m≥1 çáiãà¹òüñÿ äî

(x, y) â R2 i {(ak, bk, ck)}k≥1 � äî (a, b, c) â R3. Òîäi äëÿ äîâiëüíî-

ãî T > 0 òàêîãî, ùî [0, T ] ⊆ T

max
0≤t≤T

|η̃1(x, a, c, t)− η̃1(x
m, ak, ck, t)| → 0,

max
0≤t≤T

|η̃2(y, b, c, t)− η̃2(y
m, bk, ck, t)| → 0

ïðè m, k →∞.
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Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è êîíñòðóêöiþ F̂ a,p
n , ìåòîäîì ìàòåìàòè-

÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà ïåðåâiðèòè òâåðäæåííÿ ëåìè 1.3.3.

1.4 Íàïiâãðóïà îïåðàòîðiâ äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòè-

íîê

Ó äàíîìó ïóíêòi çíàéäåìî íàïiâãðóïó îïåðàòîðiâ, ÿêà âiäïîâiäà¹

ìàðêîâñüêîìó ïðîöåñó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â En, à òàêîæ

çàïèøåìî âèãëÿä ¨¨ iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ äîâiëüíîãî

t ≥ 0, x ∈ En òà îáìåæåíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ f íà En ïîçíà÷èìî

Ttf(x) = E f(Xa
t (x)),

äå Xa
· (x) � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê. Çãiäíî òâåðäæåí-

íÿ 4.1.6 [22, ñò. 161] ñiì'ÿ {Tt, t ≥ 0} ïîâíiñòþ çàäà¹ ñêií÷åííîâèìiðíi

ðîçïîäiëè ïðîöåñó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê.

Íàäàëi ñèìâîëîì C0(E
n) ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñòið íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié íà En, ùî çàíóëÿþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi, ç ðiâíîìiðíîþ

íîðìîþ, ÿêó íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ‖ · ‖. Ïåðåâiðèìî, ùî {Tt, t ≥ 0}

¹ íàïiâãðóïîþ îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði C0(E
n).

Òâåðäæåííÿ 1.4.1. {Tt, t ≥ 0} çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi âëàñòèâî-
ñòi:

1) Tt : C0(E
n)→ C0(E

n);

2) Tt1 = 1;

3) TtTsf(x) = Tt+sf(x);

4) äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ C0(E
n) ‖Ttf − f‖ → 0 ïðè t→ 0;

5) ‖Ttf‖ ≤ ‖f‖.

Çàóâàæåííÿ 1.4.1. Ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ {Tt, t ≥ 0}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè 1)�5) ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ôåëåðiâñüêîþ

íàïiâãðóïîþ [22, ñò. 166].
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî ñïî÷àòêó ïåðøó âëàñòèâiñòü. Íåïåðåðâíiñòü

ôóíêöi¨ Ttf âèïëèâà¹ iç ñòîõàñòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi ïîòîêó ÷à-

ñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì (äèâ. Òâåðäæåííÿ 1.3.1 òà Ëåìà 1.3.2).

Ïîêàæåìî, ùî Ttf ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè |x| → ∞. Íåõàé

{xm = (xm1 , . . . , x
m
n )}m≥1 ⊂ En i |xm| → ∞ ïðè m → ∞. Äîâåäå-

ìî, ùî f(Xa
t (xm)) ïðÿìó¹ äî íóëÿ çà éìîâiðíiñòþ ïðè m → ∞.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî xm1 → ∞. Ïîçíà÷èìî

ñèìâîëîì X1
t (x) ïåðøó êîîðäèíàòó âåêòîðà Xa

t (x). Ìà¹ìî

P
{∣∣X1

t (x)− x1
∣∣ > C

}
≤ P

{
sup
s≤t

(
X1
s (x)− x1

)2
> C2

}
≤

≤ 1

C2 E
(
X1
t (x)− x1

)2 ≤ t

C2 .

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñü íåðiâíiñòþ äëÿ ñóïðåìóìà ìàðòèíãàëiâ (Òåî-

ðåìà 3.2 [23, ñò. 66]) i òèì, ùî õàðàêòåðèñòèêà íåïåðåðâíîãî ìàðòèí-

ãàëà 〈X1
t (x)〉 ≤ t.

Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0 i âèáåðåìî Cε òàê, ùîá äëÿ äîâiëüíîãî

x ∈ En

P
{∣∣X1

t (x)− x1
∣∣ > Cε

}
≤ ε . (1.14)

Îñêiëüêè f ∈ C0(E
n), òî çíàéäåòüñÿ òàêå x0

1, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

|x1| > x0
1 − Cε âèêîíó¹òüñÿ

|f(x)| ≤ ε . (1.15)

Ç ôîðìóë (1.14) òà (1.15) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî |xm1 | > x0
1

P {|f(Xa
t (xm))| > ε} < ε .

Âëàñòèâiñòü 1) äîâåäåíî.

Âëàñòèâîñòi 2) òà 5) î÷åâèäíi, à âëàñòèâiñòü 3) âèïëèâà¹ ç ìàð-

êîâñüêî¨ âëàñòèâîñòi ïðîöåñó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê (äèâ. Òå-

îðåìà 1.3.1). Äàëi ç íåïåðåðâíîñòi ïðîöåñó Xa
t (x) ïî t âèïëèâà¹, ùî

ïðè t→ 0

|Ttf(x)− f(x)| → 0.
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Çâiäñè òà ç âëàñòèâîñòi 1) (äèâ. [24, ñò. 50]) âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü 4).

Îòæå, ìè äîâåëè, ùî íàïiâãðóïà îïåðàòîðiâ {Tt, t ≥ 0} ¹ ôåëå-

ðiâñüêîþ íàïiâãðóïîþ. Çíàéäåìî âèãëÿä ¨¨ iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïå-

ðàòîðà. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé Sn = {K = (α1, . . . , αp) : αi ⊆ {1, . . . , n}, i =

1, . . . , p, p = 1, . . . , n} � ñóêóïíiñòü ðîçáèòòiâ ìíîæèíè {1, . . . , n}

òàêèõ, ùî

1) l < k äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ αi, l ∈ αi+1 òà i ∈ {1, . . . , n− 1};

2)
p⋃
i=1

αi = {1, . . . , n}.

Ñèìâîëîì |K| ïîçíà÷àòèìåìî ÷èñëî p, à K(i) � åëåìåíò α ∈ K, äëÿ

ÿêîãî i ∈ α. Âiçüìåìî

SnK = {(x1, . . . , xn) ∈ En : xi = xi+1 ⇔

⇔ K(i) = K(i+ 1), i = 1, . . . , n− 1}

òà

S−K = {(β1, . . . , βq) : q = |K| − 1, ∀ i ∃ j βi ⊇ K(j)}.

Äëÿ ðîçáèòòÿ K ∈ Sn ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì fK çâóæåííÿ n-

çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíó SnK , òîáòî

fK(y1, . . . , y|K|) = f
∣∣
SnK

(x1, . . . , xn),

äå (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , y1, . . . , y|K|, . . . , y|K|).

Íåõàé Ĉ(En) � ñóêóïíiñòü ôóíêöié f iç C0(E
n) òàêèõ, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî K = (α1, . . . , αp) ∈ Sn ôóíêöiÿ fK äâi÷i íåïåðåðâíî äè-

ôåðåíöiéîâíà íà E |K| i ïîõiäíà äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ìîæå

áóòè ïðîäîâæåíà äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà SnK∪
(⋃

P∈S−K
SnP

)
. Òåïåð

ìè ãîòîâi âèçíà÷èòè ãåíåðàòîð ôåëåðiâñüêî¨ íàïiâãðóïè. Âiçüìåìî
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f ∈ Ĉ(En) i, çàñòîñîâóþ÷è äî f(Xa
t (x)) ôîðìóëó Iòî, îòðèìà¹ìî

f(Xa
t (x)) = M(t) +

t∫
0

GEn f(Xa
s (x))ds. (1.16)

Òóò M(t) � ìàðòèíãàë i

GEn f(x) =
∑
K∈Sn

IK(x)∆KfK(x),

äå äëÿ äîâiëüíîãî K = (α1, . . . , αp) ∈ Sn

∆KfK(y1, . . . , yp) =

p∑
j=1

1

#αj

∂2

∂y2
j

fK(y1, . . . , yp).

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Ĉ(En), âçàãàëi êàæó÷è, ôóíêöiÿ GEn f

ðîçðèâíà. Òîìó áóäåìî çàäàâàòè ãåíåðàòîð òiëüêè íà òèõ ôóíêöiÿõ,

äëÿ ÿêèõ GEn f � íåïåðåðâíà. Îòæå, íåõàé DEn � ñóêóïíiñòü ôóí-

êöié f iç Ĉ(En) òàêèõ, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî K = (α1, . . . , αp) ∈ Sn i

äëÿ äîâiëüíîãî P i = (α1, . . . , αi ∪ αi+1, . . . , αp) ∈ S−K ñïðàâåäëèâî

∆KfK
∣∣
yi=yi+1

= ∆P ifP i. (1.17)

Íà ìíîæèíi DEn îïåðàòîð GEn ìàòèìå âèãëÿä

GEn f(x1, . . . , xn) =
1

2
∆nf(x1, . . . , xn),

äå ∆n � n-âèìiðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Çàóâàæåííÿ 1.4.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ DEn òà äîâiëüíîãî

K ∈ Sn ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

∆nf
∣∣
SnK

= ∆KfK ,

äå çâóæåííÿ ðîáèòüñÿ ïîñòóïîâî, ïåðåõîäÿ÷è ç îäíi¹¨ ãðàíi íà iíøó

äî òèõ ïið, ïîêè íå äîáåðåìîñü äî SnK.

Íàäàëi, ãîâîðÿ÷è ïðî îïåðàòîð GEn, áóäåìî ââàæàòè, ùî éîãî

îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ¹ ìíîæèíà DEn, ÿêùî íå ñêàçàíî iíøîãî.
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Òåîðåìà 1.4.1. Çàìèêàííÿ GEn ëiíiéíîãî îïåðàòîðà GEn â ïðîñòî-

ði C0(E
n) ¹ ãåíåðàòîðîì íàïiâãðóïè {Tt, t ≥ 0}.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî ñïî÷àòêó, ùî çàìèêàííÿ GEn ¹ ãåíåðàòî-

ðîì äåÿêî¨ íàïiâãðóïè. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 4.2.2 [22,

ñò. 165]. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äåÿêîãî λ > 0 ìíîæèíà çíà÷åíü

R(λI − GEn) îïåðàòîðà λI − GEn ùiëüíà â C0(E
n). Òóò I � òî-

òîæíié îïåðàòîð. Âiçüìåìî g ∈ Cα0 (En), äåÿêå λ > 0 i ðîçãëÿíåìî

ðiâíÿííÿ

λf −GEn f = g. (1.18)

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ øóêà¹ìî ñåðåä ôóíêöié ó ìíîæèíi DEn.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ïîâèííà áóòè íåïåðåðâíîþ i çàäîâîëüíÿòè óìî-

âó (1.17), òî ðiâíÿííÿ (1.18) åêâiâàëåíòíå íàáîðó ðiâíÿíü åëiïòè÷íî-

ãî òèïó

λhK(y)−∆Kh
K(y) = gK(y), y ∈ Ep, (1.19)

hK(y1, . . . , yp)
∣∣
yi=yi+1

= hP
i

(y1, . . . , yi, yi+2, . . . , yp), (1.20)

äå K = (α1, . . . , αp) ∈ Sn, P i = (α1, . . . , αi ∪ αi+1, . . . , αp) ∈ S−K ,

i = 1, . . . , p−1, ïðè÷îìó f òà hK ,K ∈ Sn, çâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ hK = fK .

Îñêiëüêè (1.19) ¹ åëiïòè÷íèì ðiâíÿííÿì â îáëàñòi Ep ç íåïåðåðâíè-

ìè êðàéîâèìè óìîâàìè (1.20), òî çàäà÷à (1.19), (1.20) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê (äèâ. Òåîðåìà 6.13 [25, ñò. 107]). Ìîæëèâiñòü íåïåðåðâ-

íîãî ïðîäîâæåííÿ ïîõiäíèõ äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ôóíêöié

fK âèïëèâà¹ ç ëåìè 6.18 [25, ñò. 112] ïðî ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêó

ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òèïó ïîáëèçó ãðàíèöi. Öå äîâîäèòü ðiâíiñòü

R(λI −GEn) = C0(E
n). Ëåãêî áà÷èòè, ùî GEn çàäîâîëüíÿ¹ ïðèíöèï

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ íà ìíîæèíi DEn. Êðiì òîãî, öÿ ìíîæèíà ¹

ùiëüíîþ â C0(E
n). ÇâiäñèGEn � ãåíåðàòîð äåÿêî¨ íàïiâãðóïè. Òå, ùî

GEn ïîðîäæó¹ íàïiâãðóïó {Tt, t ≥ 0}, âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.4.1 [22,

ñò. 182].
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Ç îòðèìàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð GEn îäíîçíà÷íî çà-

äà¹ íàïiâãðóïó îïåðàòîðiâ {Tt, t ≥ 0} (äèâ. Òâåðäæåííÿ 1.2.9 [22,

ñò. 15]), ÿêà â ñâîþ ÷åðãó âèçíà÷à¹ ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷à-

ñòèíîê. Ïîòðiáíî âiäìiòèòè, ùî òåîðåìà 4.4.1 [22, ñò. 182] äîçâîëÿ¹

çàäàâàòè ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ çà äîïîìîãîþ ãåíåðàòîðà (íå çíàõîäÿ-

÷è ÿâíîãî âèãëÿäó íàïiâãðóïè), âèêîðèñòîâóþ÷è òàê çâàíó ïðîáëå-

ìó ìàðòèíãàëiâ. Êðiì òîãî, ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ñàìå çà äîïîìîãîþ

ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ ëåãêî çíàéòè âèãëÿä ãåíåðàòîðà ìàðêîâñüêîãî

ïðîöåñó. I ñàìå äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê, ÿêà âèâ÷àòèìå-

òüñÿ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ, áóäå çàäàâàòèñü ãåíåðàòîð çà äîïîìîãîþ

ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïîãîâîðèìî ïðî ïðîáëåìó

ìàðòèíãàëiâ äëÿ ïðîöåñó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ [22, ñò. 173]. Íåõàé

íåïåðåðâíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â äåÿêîìó ìå-

òðè÷íîìó ïðîñòîði (E, r) i A � ëiíiéíèé îïåðàòîð, çàäàíèé íà äå-

ÿêîìó ïiäïðîñòîði D(A) (íå îáîâ'ÿçêîâî çàìêíåíîìó) îáìåæåíèõ âè-

ìiðíèõ ôóíêöié íà E.

Îçíà÷åííÿ 1.4.1. Íåïåðåðâíèé ïðîöåñ X íàçèâàòèìåìî ðîçâ'ÿç-

êîì (A,D(A))-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ D(A)

f(X(t))− f(X(0))−
t∫

0

Af(X(s))ds

� ìàðòèíãàë. ßêùî, êðiì òîãî, äâà äîâiëüíi ðîçâ'ÿçêè X òà Y

(A,D(A))-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ ìàþòü îäíàêîâèé ðîçïîäië, òî

ãîâîðÿòü, ùî X (àáî Y ) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì (A,D(A))-ïðîáëåìè

ìàðòèíãàëiâ.

Ç òåîðåìè ïðî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ äëÿ ãå-

íåðàòîðà ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó (Òåîðåìà 4.4.1 [22, ñò. 182]) òà òåî-

ðåìè 1.4.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 1.4.2. Ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê ¹ ¹äè-

íèì ðîçâ'ÿçêîì (GEn,DEn)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ.

Ç îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ òà Òåîðåìè 4.4.2 [22, ñò. 192] âèïëèâà¹

íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1.4.1. Ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê ¹ ñòðîãî

ìàðêîâñüêèì ïðîöåñîì ó ïðîñòîði En.

Çàóâàæèìî, ùî â îñòàííüîìó ðîçäiëi íàì äîâåäåòüñÿ iíòåãðóâàòè

ôóíêöi¨ iç DEn ïî ëîêàëüíî ñêií÷åííèì ìiðàì. Îñêiëüêè âiäîáðàæå-

ííÿ iç DEn ëèøå çàíóëÿþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi, òî òàêi iíòåãðà-

ëè, âçàãàëi êàæó÷è, ðîçáiæíi. Ó òàêîìó âèïàäêó íàì ïîòðiáíî âìiòè

ðîçâ'ÿçóâàòè ïðîáëåìó ìàðòèíãàëiâ ó âèïàäêó, êîëè ãåíåðàòîð çàäà-

íèé íà ôóíêöiÿõ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì.

Îòæå, ïîçíà÷èìî

D0
En = {f ∈ Ĉ(En) : f − ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié}.

Ç òâåðäæåííÿ 1.4.2 òà òåîðåìè 4.6.2 [22, ñò. 217] îòðèìà¹ìî.

Òâåðäæåííÿ 1.4.3. Ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê ¹ ¹äè-

íèì ðîçâ'ÿçêîì (GEn,D
0
En)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

1. Ïîáóäîâàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñêií÷åííîãî ÷èñëà âçà¹ìîäi-

þ÷èõ ÷àñòèíîê íà ïðÿìié. Êîæíà ÷àñòèíêà, ìàþ÷è ìàñó, ðóõà-

¹òüñÿ ó âèïàäêîâîìó ñåðåäîâèùi íåçàëåæíî ïî âiäíîøåííþ äî

iíøèõ ÷àñòèíîê äî ìîìåíòó çiòêíåííÿ. Ïðè çiòêíåííi ÷àñòèíêè

ñêëåþþòüñÿ, à ¨õíÿ ìàñà ñóìó¹òüñÿ.

2. Ïåðåâiðåíà ìàðêîâñüêà âëàñòèâiñòü ïðîöåñó, ùî îïèñó¹ ðóõ íà-

øî¨ ñèñòåìè ÷àñòèíîê, òà çíàéäåíî âèãëÿä éîãî ãåíåðàòîðà.

Ïîáóäîâà âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ÿêèé çàäà¹ ðóõ ñêií÷åííîãî ÷èñëà

÷àñòèíîê, ìiñòèòüñÿ ó ðîáîòi àâòîðà [13], à ìàðêîâñüêà âëàñòèâiñòü

òà âèãëÿä éîãî ãåíåðàòîðà îïèñàíi ó ðîáîòi àâòîðà [15].
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ÐÎÇÄIË 2

ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍI ÑÈÑÒÅÌÈ ÂÇÀ�ÌÎÄIÞ×ÈÕ

ÄÈÔÓÇIÉÍÈÕ ×ÀÑÒÈÍÎÊ

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü íåñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi ÷àñòèíîê, ÿêi ïðè çiòêíåííi ñêëåþþòüñÿ, çìiíþþ÷è ñâîþ

ìàñó. Âñòàíîâëåíî óìîâè, ÿêi ïîòðiáíî íàêëàäàòè íà òî÷êè ñòàðòó

÷àñòèíîê òà ¨õíi ìàñè, äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàëà òàêà ìàòåìàòè÷íà

ìîäåëü. Ïåðåâiðåíî, ùî öÿ ñèñòåìà âîëîäi¹ ìàðêîâñüêîþ âëàñòèâiñòþ

òà ðîçâ'ÿçàíà äëÿ íå¨ ïðîáëåìà ìàðòèíãàëiâ. Òàêîæ ó äàíîìó ðîçäiëi

âèâ÷åíî âèïàäîê ñòàöiîíàðíîãî ñòàðòó ÷àñòèíîê i ïîêàçàíî, ùî ìàñà,

ÿêà ïåðåíîñèòüñÿ, ìà¹ ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië.

2.1 Iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè, ÿêà ñòàðòóâàëà ç äå-

òåðìiíîâàíèõ òî÷îê i ìàñ

Ìåòîþ äàíîãî ïóíêòó ¹ ïîáóäîâà ñèñòåìè ïðîöåñiâ, ÿêi îïèñó-

þòü ïîâåäiíêó íåñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê. Ïîòðiáíî âiäìiòèòè,

ùî îñíîâíà ñêëàäíiñòü ïîáóäîâè òàêî¨ ñèñòåìè ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî çà

ðàõóíîê çìiíè êîåôiöi¹íòà äèôóçi¨ ïðè ñêëåþâàííi ðóõ êîæíî¨ ñêií-

÷åííî¨ ñóêóïíîñòi ÷àñòèíîê óæå íå ìîæå áóòè îïèñàíèé áåç óðàõó-

âàííÿ âïëèâó iíøèõ (âîíè ìîæóòü ïðèêëå¨òèñü äî âèäiëåíèõ íàìè).

Öþ ñêëàäíiñòü ìè ïîäîëà¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì: ñèñòåìà ïðîöåñiâ,

ÿêà âiäïîâiäà¹ âñié íåñêií÷åííié êiëüêîñòi ÷àñòèíîê, áóäå îòðèìàíà

ÿê ãðàíèöÿ ïðè çáiëüøåííi îá'¹ìó ñêií÷åííî¨ ñóêóïíîñòi ÷àñòèíîê.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïóíêòó.

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë {xk, k ∈ Z} òà
{ak, k ∈ Z} çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

1?) äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z ak > 0, xk < xk+1;
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2?) iñíóþòü ïîñëiäîâíiñòü {ni, i ∈ Z} òà ñòàëà C > 0 òàêi, ùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ Z ani+1 ∧ ani ≥ C, xni+1 − xni ≥ C, n0 = 0.

Òîäi iñíó¹ ñèñòåìà âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0}
òàêà, ùî:

1◦) äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z ïðîöåñ xk(·) � íåïåðåðâíèé êâàäðàòè÷íî

iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð

(Ft)t≥0 = (σ(xk(s), s ≤ t, k ∈ Z))t≥0 ;

2◦) xk(0) = xk, k ∈ Z;

3◦) äëÿ äîâiëüíèõ l < k òà äîâiëüíîãî t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü xl(t) ≤ xk(t);

4◦) äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 êâàäðàòè÷íà õàðàêòåðèñòèêà

〈xk(·)〉t =

t∫
0

ds

mk(s)
,

äå

mk(t) =
∑

i∈Mk(t)

ai,

Mk(t) = {i ∈ Z : ∃ s ≤ t, xk(s) = xi(s)};

5◦) ñóìiñíà õàðàêòåðèñòèêà

〈xl(·), xk(·)〉t I{t<τl,k} = 0,

äå τl,k = inf{t : xl(t) = xk(t)}.

Óìîâè 1◦)�5◦) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ðîçïîäië

(. . . , x−n(·), . . . , xn(·), . . .) ó ïðîñòîði
(
(C(R+))Z, B((C(R+))Z)

)
.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ñïî÷àòêó äëÿ äîâiëüíîãî n ∈
N çàäàìî ñïåöiàëüíèì ÷èíîì ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê

(xn−n(·), . . . , xnn(·)) ó ïðîñòîði E2n+1. Äàëi ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè

n → ∞ i ïîêàæåìî, ùî ãðàíè÷íà ñóêóïíiñòü ïðîöåñiâ {xk(t), k ∈
Z, t ≥ 0} çàäîâîëüíÿ¹ ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi.
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Íà äåÿêîìó éìîâiðíîñíîìó ïðîñòîði (Ω,F,P) ðîçãëÿíåìî ñóêó-

ïíiñòü íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ {wk(t), k ∈ Z, t ≥ 0}. Iç öi-
¹¨ ñóêóïíîñòi ïîáóäó¹ìî ñèñòåìó ïðîöåñiâ {xnk(t), k = −n, . . . , n, t ≥
0}.

Ïîçíà÷èìî an = (a−n, . . . , an), Bn = {ni : |ni| ≤ n, i ∈
Z} ∪ {ni + 1 : |ni + 1| ≤ n, i ∈ Z} òà Cn = {−n, . . . , n} \ Bn.

Âïîðÿäêó¹ìî ìíîæèíè Bn òà Cn ó ïîðÿäêó íåñïàäàííÿ àáñîëþòíèõ

çíà÷åíü ¨õíiõ åëåìåíòiâ. Íåõàé öå áóäå (b1, . . . , b|Bn|) i (c1, . . . , c|Cn|)

âiäïîâiäíî. Âiçüìåìî q = (q1, . . . , q2n+1) = (b1, . . . , b|Bn|, c1, . . . , c|Cn|).

Çà äîïîìîãîþ q çàäàìî ïîðÿäîê ñêëåþâàííÿ pn = (pn1 , . . . , p
n
2n+1).

Ïîçíà÷èìî pnqi = i, i = 1, . . . , 2n+ 1. Âiçüìåìî

(xn−n(·), . . . , xnn(·)) = F̂ an,pn

2n+1 (x−n + w−n, . . . , xn + wn). (2.1)

Íàâåäåìî îäíó âëàñòèâiñòü âiäîáðàæåííÿ F̂ an,pn

2n+1 , n ∈ N, ç ÿêî¨
áóäå âèïëèâàòè iñíóâàííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi {xnk(·)}n≥|k|, k ∈ Z,
ïðè n→∞.

Ëåìà 2.1.1. Íåõàé {fk, k ∈ Z} ⊂ C[0,∞), fk(0) = xk i

(gn−n, . . . , g
n
n) = F̂ an,pn

2n+1 (f−n, . . . , fn), n ∈ N .

1. ßêùî äëÿ äåÿêîãî m ∈ N iñíóþòü C > 0 i δ > 0 òàêi, ùî

max

{
max
t∈[0,T ]

fk(t), k ∈ {ni, nj + 1, i = 0, . . . ,m,

j = 0, . . . ,m− 1}
}
< C,

min
t∈[0,T ]

fnm+1(t) > C + δ,

òî äëÿ äîâiëüíèõ l > nm i k = −l, . . . , nm

max
t∈[0,T ]

glk(t) ≤ max
t∈[0,T ]

glnm(t) < C, min
t∈[0,T ]

glnm+1(t) > C + δ.
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2. ßêùî äëÿ äåÿêîãî −m ∈ N iñíóþòü C < 0 i δ < 0 òàêi, ùî

min

{
min
t∈[0,T ]

fk(t), k ∈ {ni, nj + 1, i = m+ 1, . . . , 0,

j = m, . . . , 0}
}
> C,

max
t∈[0,T ]

fnm(t) < C + δ,

òî äëÿ äîâiëüíèõ l > −nm i k = nm + 1, . . . , l

min
t∈[0,T ]

glk(t) ≥ min
t∈[0,T ]

glnm+1(t) > C, max
t∈[0,T ]

glnm(t) < C + δ.

Äîâåäåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç êîíñòðóêöi¨ âiäîáðàæåíü

F̂ an,pn

2n+1 , n ∈ N.
Äëÿ êîæíîãî k ∈ Z ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi

{xnk(·)}n≥|k|, i âiçüìåìî ¨¨ â ÿêîñòi xk(·). Äëÿ öüîãî ñôîðìóëþ¹ìî äî-
ïîìiæíó ëåìó.

Ëåìà 2.1.2. Íåõàé {wk, k ∈ N} � ñóêóïíiñòü íåçàëåæíèõ

ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ, ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë

{yk, k ∈ N} òà {bk, k ∈ N} òàêi, ùî

1) äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N yk < yk+1;

2) iñíó¹ C > 0 òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N bk ≥ C,

yk+1 − yk ≥ C.

Ïîçíà÷èìî

ξk = max
t∈[0,T ]

{
yk +

1√
bk
wk(t)

}
,

ηk = min
t∈[0,T ]

{
yk +

1√
bk
wk(t)

}
.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî δ ∈ (0, C2 )

P
{

lim
n→∞

{
max
k=1,...,n

ξk ≤ yn +
C

2
, ηn+1 > yn +

C

2
+ δ

}}
= 1.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé δ, ε ∈ (0, C2 ). Îñêiëüêè {ξk, k = 1, . . . , N} òà ηN+1

íåçàëåæíi, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçïîäië ìàêñèìóìó äëÿ âiíåðiâñüêî-

ãî ïðîöåñó (äèâ. Òâåðäæåííÿ 2.9 [16, ñò. 94]),

P
{

max
k=1,...,N

ξk ≤ yN +
C

2
− ε, ηN+1 > yN +

C

2
+ δ

}
=

=
N∏
k=1

√ 2

πT

yN−yk+C
2−ε∫

0

e−
x2

2T dx

√ 2

πT

yN+1−yN−C2−δ∫
0

e−
x2

2T dx ≥

≥
N∏
k=1

√ 2

πT

C(N−k)+C
2−ε∫

0

e−
x2

2T dx

√ 2

πT

C
2−δ∫
0

e−
x2

2T dx =

=
N−1∏
k=0

√ 2

πT

Ck+C
2−ε∫

0

e−
x2

2T dx

√ 2

πT

C
2−δ∫
0

e−
x2

2T dx =

=
N−1∏
k=0

1−
√

2

πT

∞∫
Ck+C

2−ε

e−
x2

2T dx

√ 2

πT

C
2−δ∫
0

e−
x2

2T dx. (2.2)

Çàóâàæèìî, ùî äîáóòîê â (2.2) çáiãà¹òüñÿ äî äîäàòíîãî ÷èñëà ïðè

N →∞, îñêiëüêè
∞∑
k=2

∞∫
k

e−
x2

2T dx ≤
∞∫
1
xe−

x2

2T dx <∞. Ïîçíà÷èìî

p =
∞∏
k=0

1−
√

2

πT

∞∫
Ck+C

2−ε

e−
x2

2T dx

√ 2

πT

C
2−δ∫
0

e−
x2

2T dx.

Âiçüìåìî p1 ∈ (0, p). Òîäi

∃N1 > 0 P
{

max
k=1,...,N1

ξk ≤ yN1
+
C

2
− ε, ηN1+1 > yN1

+
C

2
+ δ

}
≥ p1.

Ìà¹ìî

P
{

max
k=N1+2,...,N

ξk ≤ yN +
C

2
− ε, ηN+1 > yN +

C

2
+ δ

}
≥
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≥
N∏

k=N1+2

√ 2

πT

C(N−k)+C
2−ε∫

0

e−
x2

2T dx

√ 2

πT

C
2−δ∫
0

e−
x2

2T dx =

=

N−N1−2∏
k=0

√ 2

πT

Ck+C
2−ε∫

0

e−
x2

2T dx

√ 2

πT

C
2−δ∫
0

e−
x2

2T dx→ p

ïðè N →∞. Âiäïîâiäíî iñíó¹ N ′2 > N1 + 2 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

N ≥ N ′2

P
{

max
k=N1+2,...,N

ξk ≤ yN +
C

2
− ε, ηN+1 > yN +

C

2
+ δ

}
≥ p1.

Íåõàé ζ(N0)
N = max

k=1,...,N
ξk − max

k=N0,...,N
ξk, N,N0 ∈ N, N > N0. Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî N0 ∈ N

ζ
(N0)
N → 0 P−ì.í. ïðè N →∞,

à çíà÷èòü, äëÿ äîâiëüíîãî ε1 > 0

P
{
ζ

(N0)
N ≤ ε1

}
→ 1, N →∞.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {ζ(N0)
N }N>N0

çà éìîâiðíi-

ñòþ, îòðèìà¹ìî, ùî iñíó¹ N ′′2 > N1 + 2 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

N ≥ N ′′2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü P
{
ζ

(N1+2)
N ≤ ε

}
> 1 − 1

2 . Âiçüìåìî

N2 = N ′2 ∨N ′′2 .
Çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ií-

äåêñiâ {Nm}m≥1. Iñíó¹ N ′m+1 > Nm + 2 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

N ≥ N ′m+1

P
{

max
k=Nm+2,...,N

ξk ≤ yN +
C

2
− ε, ηN+1 > yN +

C

2
+ δ

}
≥ p1.

Êðiì òîãî, iñíó¹ N ′′m+1 > Nm + 2 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî N ≥ N ′′m+1

P
{
ζ

(Nm+2)
N ≤ ε

}
> 1− 1

2m
.
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Âiçüìåìî Nm+1 = N ′m+1 ∨ N ′′m+1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó Áîðåëÿ-

Êàíòåëëi [26, ñò. 271], îòðèìà¹ìî

P
{
∀M ∃m ≥M max

k=Nm+2,...,Nm+1

ξk ≤ yNm+1
+
C

2
− ε,

ηNm+1+1 > yNm+1
+
C

2
+ δ

}
= 1

òà

P
{
∃M ∀m ≥M ζ

(Nm+2)
Nm+1

≤ ε
}

= 1.

Çâiäñè

P
{
∀M ∃m ≥M max

k=1,...,Nm+1

ξk ≤ yNm+1
+
C

2
,

ηNm+1+1 > yNm+1
+
C

2
+ δ

}
≥

P
{
∀M ∃m ≥M max

k=1,...,Nm+1

ξk − max
k=Nm+2,...,Nm+1

ξk ≤ ε,

max
k=Nm+2,...,Nm+1

ξk ≤ yNm+1
+
C

2
− ε, ηNm+1+1 > yNm+1

+
C

2
+ δ

}
≥

P
{{
∃M ∀m ≥M max

k=1,...,Nm+1

ξk − max
k=Nm+2,...,Nm+1

ξk ≤ ε

}
∩

∩
{
∀M ∃m ≥M max

k=Nm+2,...,Nm+1

ξk ≤ yNm+1
+
C

2
− ε,

ηNm+1+1 > yNm+1
+
C

2
+ δ

}}
= 1.

Íåõàé òåïåð {xnk(t), k = −n, . . . , n, t ≥ 0} � íàáið âèïàäêî-

âèõ ïðîöåñiâ, ÿêi çàäàíi ôîðìóëîþ (2.1). Iç ëåìè 2.1.1 òà ëåìè 2.1.2

âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z i T > 0

P{∃ N ∈ N ∀n ≥ N ∀t ∈ [0, T ] xnk(t) = xNk (t)} = 1,

òîáòî äëÿ êîæíîãî öiëîãî k ïîñëiäîâíiñòü {xnk(·)}n≥|k| ñòàáiëiçó¹-
òüñÿ íà [0, T ] ç éìîâiðíiñòþ 1. Â ÿêîñòi xk(·) âiçüìåìî ãðàíèöþ

{xnk(·)}n≥|k|. Äàëi ç ëåìè 1.2.1 âèïëèâà¹, ùî

xnk(t) = xk +

t∫
0

dw̃n
k (s)√
mn
k(s)

,
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äå {w̃n
k , k = −n, . . . , n} � ñóêóïíiñòü ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðî-

öåñiâ òàêèõ, ùî

〈w̃n
l , w̃

n
k 〉t = I{t≥τnl,k}(t− τ

n
l,k),

τnl,k = inf{t : xnl (t) = xnk(t)}.

Àíàëîãi÷íî, ÿê äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {xnk(·)}n≥|k|, ìîæíà ïîêàçàòè íà-

ñòóïíó ðiâíiñòü

P{∃ N ∈ N ∀n ≥ N ∀t ∈ [0, T ] w̃n
k (t) = w̃N

k (t)} = 1.

Âiçüìåìî â ÿêîñòi w̃k ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi {w̃n
k}n≥|k|. Çðîçóìiëî,

ùî {w̃k, k ∈ Z} � ñèñòåìà ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ òàêèõ,

ùî

〈w̃l, w̃k〉t = I{t≥τl,k}(t− τl,k).

Êðiì òîãî,

xk(t) = xk +

t∫
0

dw̃k(s)√
mk(s)

.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0} çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè 1◦)�5◦).

Äîâåäåìî äðóãó ÷àñòèíó òåîðåìè 2.1.1. Íåõàé {xk(t), k ∈ Z, t ≥
0} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦)�5◦). Âiçüìåìî äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z

w′k(t) =

t∫
0

√
mk(s)dxk(s).

Â ñèëó òåîðåìè Ëåâi (äèâ. Òåîðåìà 2.6.1 [18, ñò. 81]) {w′k, k ∈ Z}
� ñèñòåìà ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ. Àíàëîãi÷íî, ÿê ó äî-

âåäåííi òåîðåìè 1.2.1, äî òðà¹êòîðié ïðîöåñiâ w′k ìîæíà äîêëå¨òè

íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè òàê, ùîá íîâà ñèñòåìà {wk, k ∈ Z}
ñêëàäàëàñü çi ñòàíäàðòíèõ íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ i

xk(·) = lim
n→∞

xnk(·),
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äå

(xn−n(·), . . . , xnn(n, ·)) = F̂ an,pn

2n+1 (x−n + w−n, . . . , xn + wn).

Çâiäñè âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Ñóêóïíiñòü ïðîöåñiâ {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0}, ÿêà
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦)�5◦) òåîðåìè 2.1.1, íàçèâàòèìåìî ñèñòå-

ìîþ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê.

Çàóâàæåííÿ 2.1.1. Äëÿ ôiêñîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {nj, j ∈ Z} ïðà-
âèëî, ÿêå ïîñëiäîâíîñòi (xk + wk(·))k∈Z ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü

ïîñëiäîâíiñòü (xk(·))k∈Z, ïîçíà÷èìî ÷åðåç F a,{nj}.

Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì K ìíîæèíó åëåìåíòiâ âèãëÿäó (a, x) =

((ak)k∈Z, (xk)k∈Z), äå ïîñëiäîâíîñòi {xk, k ∈ Z} òà {ak, k ∈ Z} çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè 1?), 2?) òåîðåìè 2.1.1.

Ëåìà 2.1.3. K � âèìiðíà ïiäìíîæèíà RZ×RZ.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî

K =
⋂
k∈Z

{(a, x) : xk ≤ xk+1} ∩
⋂
k∈Z

{(a, x) : ak > 0}∩

∩
{

(a, x) : lim
k→+∞

[ak ∧ ak+1 ∧ (xk+1 − xk)] > 0

}
∩

∩
{

(a, x) : lim
k→−∞

[ak ∧ ak+1 ∧ (xk+1 − xk)] > 0

}
.

Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî {(xk)k∈Z : lim
k→+∞

xk > 0}

¹ âèìiðíîþ ïiäìíîæèíîþ RZ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

Γ1((xk)k∈Z) =

(
sup
r≥k

xr

)
k∈Z

òà

Γ2((xk)k∈Z) = inf
k≥0

xk.

Î÷åâèäíî, ùî Γ1, Γ2 � âèìiðíi âiäîáðàæåííÿ. Çâiäñè

{(xk)k∈Z : lim
k→+∞

xk > 0} = {(xk)k∈Z : Γ2 ◦ Γ1((xk)k∈Z) > 0}

¹ âèìiðíîþ ìíîæèíîþ.



67

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî K ¹ âèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó

RZ×RZ.

Âiçüìåìî (a, x) ∈ K. Íåõàé {nj, j ∈ Z} � âïîðÿäêîâàíà ïî çðî-

ñòàííþ ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë
{
k : ak ∧ ak+1 ∧ (xk+1 − xk) > δ

2

}
, äå

δ = lim
k→+∞

[ak ∧ ak+1 ∧ (xk+1 − xk)] ∧ lim
k→−∞

[ak ∧ ak+1 ∧ (xk+1 − xk)].

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâå ïîëå

X(a, x) = F a,{nj}((xk + wk(·))k∈Z). (2.3)

Ç òâåðäæåííÿ 1.1.1 òà äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 2.1.1. Âiäîáðàæåííÿ X : K×R+×Ω → RZ ¹ âèìið-

íèì.

2.2 Ìàðêîâñüêi âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè

Ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi íàìè ïîáóäîâàíî ñóêóïíiñòü ïðîöåñiâ, ÿêi

îïèñóþòü ðóõ âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê, ùî ñòàðòóâàëè çi çëi÷åííî¨

ìíîæèíè òî÷îê ïðÿìî¨, ðóõàþòüñÿ íåçàëåæíî äî ìîìåíòó çiòêíå-

ííÿ, ïîòiì ñêëåþþòüñÿ i, ñóìóþ÷è ñâîþ ìàñó, ðóõàþòüñÿ ðàçîì. Ó

äàíîìó ïóíêòi ìè âèâ÷èìî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü öi¹¨ ñèñòåìè. Äëÿ

öüîãî ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ ó äåÿêîìó ìåòðè÷íî-

ìó ïðîñòîði, ÿêèé áè îïèñóâàâ ïîâåäiíêó íàøî¨ ñóêóïíîñòi ÷àñòèíîê.

Ïiñëÿ öüîãî ïîêàæåìî ùî âií ¹ ìàðêîâñüêèì ïðîöåñîì.

Íåõàé {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0} � ñèñòåìà âàæêèõ äèôóçiéíèõ

÷àñòèíîê. Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ

X·(x) = (xk(·))k∈Z,

çíà÷åííÿìè ÿêîãî ¹ íåñïàäíi ïîñëiäîâíîñòi. Òóò x = (xk(0))k∈Z. Âiä-

ìiòèìî, ùî íå äëÿ äîâiëüíî¨ íåñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xk)k∈Z iñíó¹
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ñèñòåìà âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0}, ùî

ñòàðòó¹ ç (xk)k∈Z, òîáòî (xk)k∈Z = (xk(0))k∈Z, òîìó ìè ðîçãëÿäàòè-

ìåìî òiëüêè äåÿêó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè íåñïàäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì M ìíîæèíó íåñïàäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé

(xk)k∈Z òàêèõ, ùî

lim
k→±∞

xk
k

= 1. (2.4)

Âiäìiòèìî, ùî óìîâà (2.4) äà¹ çìîãó äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè iç M

áóäóâàòè ñèñòåìó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê, ÿêi ñòàðòóâàëè ç

íå¨ i â ìîìåíò ñòàðòó ìàëè îäèíè÷íó ìàñó, òîáòî ak = 1, k ∈ Z.

Âiðíà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 2.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M iñíó¹ ñèñòåìà âàæêèõ äèôó-

çiéíèõ ÷àñòèíîê {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0} òàêà, ùî ak = 1, k ∈ Z i

x = (xk(0))k∈Z.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ M, òîäi ç óìîâè (2.4) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹

ïîñëiäîâíiñòü {ni, i ∈ Z} òàêà, ùî

inf{xni+1 − xni, i ∈ Z} > 0.

Çâiäñè òà ç òåîðåìè 2.1.1 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Äàëi ââåäåìî ìåòðèêó íà M

ρ((xk)k∈Z, (yk)k∈Z) = max
k∈Z

|xk − yk|
1 + |k|

.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 2.2.2. (M, ρ) � ïîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið R×c2, äå c � ïðîñòið

çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ç ìåòðèêîþ

d((a1, (b1
n)n∈N, (c

1
n)n∈N), (a2, (b2

n)n∈N, (c
2
n)n∈N)) =

= |a1 − a2| ∨max
n∈N
|b1
n − b2

n| ∨max
n∈N
|c1
n − c2

n|.
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Îñêiëüêè ïðîñòîðè R òà c ¹ ïîâíèìè ñåïàðàáåëüíèìè ìåòðè÷íèìè

ïðîñòîðàìè, òî (R×c2, d) òàêîæ ïîâíèé i ñåïàðàáåëüíèé.

Âiçüìåìî

Υ((xk)k∈Z) =

(
x0,

(
xn

1 + n

)
n∈N

,

(
x−n

1 + n

)
n∈N

)
.

Âiäîáðàæåííÿ Υ âñòàíîâëþ¹ içîìåòðiþ ìiæ M òà çàìêíåíîþ ïiä-

ìíîæèíîþ ïðîñòîðó R×c2. Îñêiëüêè çàìêíåíà ïiäìíîæèíà ïîâíîãî

ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó çãiäíî ëåìè 1.6.7 [27, ñò. 31] òà

òåîðåìè 1.6.12 [27, ñò. 32] ¹ çíîâó ïîâíèì òà ñåïàðàáåëüíèì ìåòðè-

÷íèì ïðîñòîðîì, òî çâiäñè âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Ó ïîáóäîâàíîìó òiëüêè-ùî ïðîñòîði M áóäåìî çàäàâàòè åâîëþ-

öiþ íàøî¨ ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ {Xt, t ≥ 0} çi çíà÷åííÿìè â

M íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M, ÿêùî

iñíó¹ ñèñòåìà âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0}
òàêà, ùî ak = 1, k ∈ Z, i äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 Xt = (xk(t))k∈Z.

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïðîöåñó âàæêèõ äèôóçié-

íèõ ÷àñòèíîê ó ïðîñòîði M.

Òâåðäæåííÿ 2.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈M iñíó¹ íåïåðåðâíèé ïðî-

öåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M {Xt(x), t ≥ 0} òàêèé, ùî
X0(x) = x.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ëåìè 2.2.1 âiçüìåìî ñèñòåìó âàæêèõ äèôóçiéíèõ

÷àñòèíîê {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0}, ÿêà ñòàðòóâàëà ç x iç îäèíè÷íèìè

ìàñàìè, òîáòî (xk(0))k∈Z = x òà ak = 1, k ∈ Z. Ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ

Xt(x) = (xk(t))k∈Z,

ïîáóäîâàíèé çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ñèñòåìè, ¹ ïðîöåñîì âàæêèõ äèôó-

çiéíèõ ÷àñòèíîê â M. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî çíàéäåòüñÿ

ìíîæèíà Ω′ ⊆ Ω òàêà, ùî P{Ω′} = 1 i äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Ω′ òà
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t ≥ 0 Xt(x, ω) ∈ M. Ïîçíà÷èìî x̃k(t) = xk(t) − xk, k ∈ Z, t ≥ 0, i

ðîçãëÿíåìî

lim
k→∞

xk(t)

1 + |k|
= lim

k→∞

(
xk

1 + |k|
+

x̃k(t)

1 + |k|

)
=

= lim
k→∞

xk
1 + |k|

+ lim
k→∞

x̃k(t)

1 + |k|
. (2.5)

Îñêiëüêè x ∈M, òî

lim
k→∞

xk
1 + |k|

= 1.

Ïîêàæåìî, ùî äðóãà ãðàíèöÿ â (2.5) äîðiâíþ¹ íóëþ. Äëÿ äîâiëüíîãî

T > 0 äîâåäåìî, ùî

P
{

lim
k→∞

max
t∈[0,T ]

|x̃k(t)|
1 + |k|

= 0

}
= 1. (2.6)

Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0 i ðîçãëÿíåìî

P
{

max
t∈[0,T ]

|x̃k(t)|
1 + |k|

≥ ε

}
= P

{
max
t∈[0,T ]

|x̃k(t)| ≥ ε(1 + |k|)
}
≤

≤ 1

ε2(1 + |k|)2 E
(

max
t∈[0,T ]

|x̃k(t)|
)2

.

Îñòàííié ïåðåõiä âiðíèé â ñèëó íåðiâíîñòi ×åáèøîâà. Çãiäíî óìîâ 1◦)

òà 4◦) ïðîöåñ xk(·), k ∈ Z, ¹ íåïåðåðâíèì êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèì

ìàðòèíãàëîì ç õàðàêòåðèñòèêîþ

〈xk(·)〉t =

t∫
0

ds

mk(s)
≤ t.

Îòæå, x̃k(·) òàêîæ íåïåðåðâíèé êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë

i 〈x̃k(·)〉t = 〈xk(·)〉t. Çâiäñè [18, ñò. 117]

E
(

max
t∈[0,T ]

|x̃k(t)|
)2

≤ C E〈xk(·)〉t ≤ Ct.

Îñêiëüêè ðÿä
∑
k∈Z

P
{

max
t∈[0,T ]

|x̃k(t)|
1+|k| ≥ ε

}
çáiãà¹òüñÿ, áî

∑
k∈Z

P
{

max
t∈[0,T ]

|x̃k(t)|
1 + |k|

≥ ε

}
≤
∑
k∈Z

Ct

ε2(1 + |k|)2 <∞,
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òî çãiäíî ëåìè Áîðåëÿ-Êàíòåëëi [26, ñò. 271]

P
{
äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íîìåðiâ k max

t∈[0,T ]

|x̃k(t)|
1 + |k|

≥ ε

}
= 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹ (2.6). Ïîçíà÷èìî

ΩT =

{
lim
k→∞

max
t∈[0,T ]

|x̃k(t)|
1 + |k|

= 0

}
,

òîäi ç äîâåäåíîãî P{ΩT} = 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî T > 0. Ó ðîëi ìíîæèíè

Ω′ âiçüìåìî
∞⋂
n=1

Ωn.

Äîâåäåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Ω′ ôóíêöiÿ Xt(x, ω) ¹ íåïå-

ðåðâíîþ ïî t ó ïðîñòîði M. Íåõàé ω ∈ Ω′ i ïîñëiäîâíiñòü {tn}n≥1 çái-

ãà¹òüñÿ äî t0 ïðè n→∞. Ïîêàæåìî, ùî ρ(Xt0(x, ω), Xtn(x, ω))→ 0

ïðè n→∞. Âiçüìåìî ε > 0 i ðîçãëÿíåìî

ρ(Xt0(x, ω), Xtn(x, ω)) = max
k∈Z

|xk(t0, ω)− xk(tn, ω)|
1 + |k|

≤

≤ max
|k|≤N

|xk(t0, ω)− xk(tn, ω)|
1 + |k|

+ max
|k|>N

|xk(t0, ω)− xk(tn, ω)|
1 + |k|

≤

≤ max
|k|≤N

|xk(t0, ω)− xk(tn, ω)|
1 + |k|

+ max
|k|>N

|x̃k(t0, ω)|
1 + |k|

+ max
|k|>N

|x̃k(tn, ω)|
1 + |k|

.

Ñïî÷àòêó âèáåðåìî íîìåð N ∈ N òàê, ùîá

max
|k|>N

max
t∈[0,m]

|x̃k(t, ω)|
1 + |k|

<
ε

3
,

äå m =

[
sup
n≥0

tn

]
+ 1. Öå ìîæíà çðîáèòè â ñèëó âèáîðó ω. Äàëi, âè-

êîðèñòîâóþ÷è òå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z xk(t, ω) ¹ íåïåðåðâíèìè

ôóíêöiÿìè ïî t, âiçüìåìî M ∈ N òàê, ùîá äëÿ äîâiëüíîãî n ≥M

max
|k|≤N

|xk(t0, ω)− xk(tn, ω)|
1 + |k|

<
ε

3
.

Çâiäñè ïðè n ≥M

ρ(Xt0(x, ω), Xtn(x, ω)) <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε .
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Çàóâàæåííÿ 2.2.1. Ç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ âèäíî, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî α > 1
2 òà T > 0

P
{

lim
k→∞

max
t∈[0,T ]

|x̃k(t)|
(1 + |k|)α

= 0

}
= 1.

Çàóâàæåííÿ 2.2.2. Ç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ìà¹ìî, ùî äëÿ äî-

âiëüíî¨ ñèñòåìè âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê {xk(t), k ∈ Z, t ≥
0} òàêî¨, ùî ak = 1, k ∈ Z, i (xk(0))k∈Z ∈M ïðîöåñ Xt = (xk(t))k∈Z

¹ íåïåðåðâíèì ïðîöåñîì âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M.

Äàëi ïåðåâiðèìî ñòðîãî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó {Xt, t ≥

0} ó ïðîñòîði M. Ïîòðiáíî âiäìiòèòè, ùî äëÿ äîâåäåííÿ ìàðêîâîñòi

ìè íå ìîæåìî ïiòè òàêèì æå øëÿõîì, ùî i â ïåðøîìó ðîçäiëi. Öå

ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ó ïîáóäîâi ñèñòåìè âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòè-

íîê iç ñèñòåìè ñòàíäàðòíèõ íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ áåðå

ó÷àñòü íå òiëüêè ìíîæèíà ñòàðòó x = (xk)k∈Z ∈M, à é ïîñëiäîâíiñòü

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {nxj , j ∈ Z} òàêà, ùî

inf{xnxi +1 − xnxi , i ∈ Z} > 0,

ÿêà âèçíà÷à¹ ïîðÿäîê ñêëåþâàííÿ. Îñêiëüêè äîâiëüíîìó x ∈M âiä-

ïîâiäà¹ ñâîÿ ïîñëiäîâíiñòü {nxj , j ∈ Z}, òî ìè íå âìi¹ìî áóäóâàòè

ïîòiê {Xs,t(x), x ∈M, s, t ∈ [0,+∞), s ≤ t} òàê, ùîá äëÿ äîâiëüíèõ

s ≤ r ≤ t

Xr,t(Xs,r(x)) = Xs,t(x).

Ó çâ'ÿçêó ç öèì, ùîá äîâåñòè ñòðîãî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü ïðîöå-

ñó {Xt, t ≥ 0}, ìè äiÿòèìåìî íàñòóïíèì ÷èíîì. Áóäåìî íàáëèæàòè

ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê âM ïðîöåñîì âàæêèõ äèôóçié-

íèõ ÷àñòèíîê â En i âèêîðèñòîâóâàòè ñòðîãî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü

îñòàííiõ. Ñïî÷àòêó ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ i äîâåäåìî äåêiëüêà

äîïîìiæíèõ ëåì.

Íàäàëi ñèìâîëîì B(M) ïîçíà÷àòèìåìî ìiíiìàëüíó σ-àëãåáðó

âiäêðèòèõ ìíîæèí â (M, ρ).
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Ëåìà 2.2.3. σ-àëãåáðà B(M) ìiñòèòüñÿ â B(RZ) ∩M.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè B(RZ) ∩ M ¹ σ-àëãåáðîþ, òî äëÿ äîâåäåííÿ

ëåìè äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî äîâiëüíà çàìêíåíà êóëÿ â M ëåæèòü

â B(RZ) ∩M. Âiçüìåìî x ∈M òà ε > 0 i ðîçãëÿíåìî

B[x, ε] = {y ∈M : ρ(x, y) ≤ ε}.

Ç âèãëÿäó ìåòðèêè ρ ìà¹ìî

B[x, ε] =

{
y ∈M : max

k∈Z

|xk − yk|
1 + |k|

≤ ε

}
=

= M∩

(⋂
k∈Z

{
y ∈ RZ : |xk − yk| ≤ ε(1 + |k|)

})
∈ B(RZ) ∩M .

Äàëi ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì πn, n ∈ N, âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíié

òî÷öi iç RZ ∪
( ∞⋃
l=n

R2l+1
)
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êó iç R2n+1 çà

íàñòóïíèì ïðàâèëîì

πn(x−l, . . . , xl) = (x−n, . . . , xn)

òà

πn(. . . , x−n, . . . , xl, . . .) = (x−n, . . . , xn).

Iç ëåìè 2.2.3 âèïëèâà¹, ùî ïðîöåñ X·(x) ¹ ñòðîãî ìàðêîâñüêèì, ÿêùî

äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n, ôóíêöi¨ f ∈ Cb(R2n+1) òà ìàðêîâñüêî-

ãî ìîìåíòó τ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

E
(
f(πnXt+τ(x))|FX(x)

τ

)
= E (f(πnXt(x))|Xτ(x)) , (2.7)

äå F
X(x)
t = σ(Xs(x), s ≤ t).

Íåõàé Xn
· (xn) � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â E2n+1 (â

äàíîìó ïóíêòi ââàæàòèìåìî, ùî ÷àñòèíêè ïðè ñòàðòi ìàþòü îäèíè-

÷íó ìàñó, òîáòî ak = 1), ÿêèé ñòàðòóâàâ ç xn ∈ E2n+1. Äëÿ äîâiëüíî¨
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ôóíêöi¨ f ∈ Cb(R2k+1) òà n ≥ k âiçüìåìî

ϕfn(t, x
n) = E(f(πkX

n
t (xn)))

òà

ϕf(t, x) = E(f(πkXt(x))).

Äàëi äëÿ x0 ∈ M ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ %x0, ÿêå äi¹ ç ìíîæèíè
∞⋃
n=1

E2n+1 â M çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì

%x0(x−n, . . . , xn) = (. . . , y−n, . . . , yn, . . .),

äå

yl = xl, |l| ≤ n,

yl = xn ∨ x0
l , l > n,

yl = xn ∧ x0
l , l < −n.

Äëÿ çðó÷íîñòi çàïèñó ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M

%x0x = x.

Äîâåäåìî îäíó âëàñòèâiñòü âiäîáðàæåíü ϕfn, n ∈ N, òà ϕf , ç ÿêî¨

âèïëèâàòèìå ìàðêîâiñòü ïðîöåñó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê.

Ëåìà 2.2.4. Íåõàé x0 ëåæèòü â M i ïîñëiäîâíiñòü {xn}n≥1 çàäî-

âîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) xn ∈ E2n+1;

2) äëÿ äîâiëüíîãî l ∈ N πlx
n → πlx

0 ïðè n→∞.

Òîäi

sup
x∈L

sup
t∈[0,T ]

|ϕfn(t, πn%x0x)− ϕf(t, %x0x)| → 0 ïðè n→∞,

äå L = {xn, n ≥ 1} ∪ {x0} i T � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {wl(t), l ∈ Z, t ≥ 0} � ñóêóïíiñòü íåçàëåæíèõ

âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ. Âiçüìåìî äëÿ n ∈ N

Xn
t (πnx

0) = F̂ an,pn

2n+1 ((x0
l + wl(·))l=−n,...,n)
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òà

Xt(x) = F a,{nxj }((xl + wl(·))l∈Z),

äå a = (. . . , 1, 1, 1, . . .), an = (1, . . . , 1) òà pn �âåêòîð, ïîáóäîâàíèé

ïî {nx0

j , j ∈ Z}, ÿê öå çðîáëåíî ó òåîðåìi 2.1.1. Ç äîâåäåííÿ òåîðå-

ìè 2.1.1 ìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî l ∈ N òà T > 0

P{∃ N ∈ N ∀n ≥ N ∀t ∈ [0, T ] πlX
n
t (πnx) = πlXt(x)} = 1. (2.8)

Íåõàé ε > 0 i δ = inf{x0
nx

0
i +1
−x0

nx
0
i

, i ∈ Z}. Ç ëåìè 2.1.2 âèïëèâà¹,
ùî iñíó¹ íîìåðK > k (òóò k âiäïîâiäà¹ çà êiëüêiñòü çìiííèõ ôóíêöi¨

f , òîáòî f ∈ Cb(R2k+1)) òàêèé, ùî

P
{
∃p, q ∈ {k, . . . , K} : max

l=0,...,p
ξl ≤ x0

nx0p
+
δ

2
, ηp+1 > x0

nx0p
+

3δ

4
,

min
l=−q,...,0

ηl ≥ x0
nx

0
−q
− δ

2
, ξ−q−1 < x0

nx
0
−q
− 3δ

4

}
≥ 1− ε

2 max |f |
, (2.9)

äå

ξl = max
t∈[0,T ]

{x0
nx

0
l

+ wnx0l
(t)},

ηl = min
t∈[0,T ]

{x0
nx

0
l

+ wnx0l
(t)}.

Ïîçíà÷èìî ïîäiþ, ÿêà ñòî¨òü ïiä çíàêîì éìîâiðíîñòi, ÷åðåç Ωε.

Äàëi âèáåðåìî íîìåð M ≥ K òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî m ≥M

|xml − x0
l | <

δ

8
, l = −K, . . . ,K. (2.10)

Äëÿ n ≥ K òà m ≥M îöiíèìî ðiçíèöþ

sup
t∈[0,T ]

|ϕfn(t, πn%x0xm)− ϕf(t, %x0xm)| ≤

sup
t∈[0,T ]

E |f(πkX
n
t (πn%x0xm))− f(πkXt(%x0xm))| =

= sup
t∈[0,T ]

E |f(πkX
n
t (πn%x0xm))− f(πkXt(%x0xm))| IΩε +

+ sup
t∈[0,T ]

E |f(πkX
n
t (πn%x0xm))− f(πkXt(%x0xm))| IΩcε <

< 0 +
ε

2 max |f |
2 max |f | = ε .
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Äîäàíîê sup
t∈[0,T ]

E |f(πkX
n
t (πn%x0xm))− f(πkXt(%x0xm))| IΩε ðiâíèé íó-

ëåâi çà ðàõóíîê (2.9), (2.10) i êîíñòðóêöi¨ Xn
· (πn%x0xm) òà X·(%x0xm).

Ç ðiâíîñòi (2.8) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ K ′ òàêîãî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

n ≥ K ′

max
|m|<M

sup
t∈[0,T ]

|ϕfn(t, πn%x0xm)− ϕf(t, %x0xm)| < ε

òà

sup
t∈[0,T ]

|ϕfn(t, πnx0)− ϕf(t, x0)| < ε .

Íàñëiäîê 2.2.1. Â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ ëåìè

sup
m≥1

sup
t∈[0,T ]

|ϕfn(t, πn%x0xm)− ϕf(t, x0)| → 0 ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî sup
t∈[0,T ]

|ϕf(t, %x0xm)−ϕf(t, x0)| →

0 ïðè m→∞. Âiçüìåìî ε > 0 i ðîçãëÿíåìî

sup
t∈[0,T ]

|ϕf(t, %x0xm)− ϕf(t, x0)| ≤

≤ sup
t∈[0,T ]

|ϕf(t, %x0xm)− ϕfn(t, πn%x0xm)|+

+ sup
t∈[0,T ]

|ϕfn(t, πn%x0xm)− ϕfn(t, πnx0))|+

+ sup
t∈[0,T ]

|ϕfn(t, πnx0)− ϕf(t, x0))|.

Çãiäíî ëåìè 2.2.4 ñïî÷àòêó âèáåðåìî N òàê, ùîá äëÿ äîâiëüíîãî n ≥
N ïåðøèé i òðåòié äîäàíîê áóâ ìåíøå ε

3 äëÿ âñiõ m. Ïiñëÿ ÷îãî

âiçüìåìî M òàê, ùîá äðóãèé äîäàíîê ïðè n = N áóâ ìåíøèé ε
3 äëÿ

áóäü-ÿêîãî m ≥M . Çâiäñè ïðè m ≥M

sup
t∈[0,T ]

|ϕf(t, %x0xm)− ϕf(t, x0)| < ε .
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Äàëi çàïèøåìî

sup
t∈[0,T ]

|ϕfn(t, πn%x0xm)− ϕf(t, x0)| ≤

≤ sup
t∈[0,T ]

|ϕfn(t, πn%x0xm)− ϕf(t, %x0xm)|+

+ sup
t∈[0,T ]

|ϕf(t, %x0xm)− ϕf(t, x0)|.

Çâiäñè çðîçóìiëî, ùî ïðè n,m→∞

sup
t∈[0,T ]

|ϕfn(t, πn%x0xm)− ϕf(t, x0)| → 0. (2.11)

Ç (2.11) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ íàñëiäêó.

Íàñëiäîê 2.2.2. Ôóíêöi¨ ϕfn, n ∈ N, òà ϕf íåïåðåðâíi ïî (t, x).

Äîâåäåííÿ. Íåïåðåðâíiñòü ϕfn, n ∈ N, âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.3.2. Ïîêàæå-
ìî íåïåðåðâíiñòü ϕf . Íåõàé {ym}m≥1 � ïîñëiäîâíiñòü â M i ym → x0

ïðè m→∞. Âèáåðåìî p1, äëÿ ÿêîãî

sup
t∈[0,T ]

|ϕfp1
(t, πp1

y1)− ϕf(t, y1)| < 1

2
.

Öå ìîæíà çðîáèòè çãiäíî ïîïåðåäíüî¨ ëåìè. Äàëi ïî iíäóêöi¨ âiçüìå-

ìî äëÿ äîâiëüíîãî m ≥ 2 íîìåð pm > pm−1 òàê, ùîá

sup
t∈[0,T ]

|ϕfpm(t, πpmy
m)− ϕf(t, ym)| < 1

2m
.

Ïîçíà÷èìî xpm = πpmy
m. Âiäìiòèìî, ùî ϕfpm(·, xpm) = ϕfpm(·, πpmym),

m ≥ 1. Íåõàé ε > 0 i íîìåð M âèáðàíèé òàê, ùî 1
2M < ε

2 òà äëÿ

áóäü-ÿêîãî m ≥M

sup
t∈[0,T ]

|ϕfpm(t, xpm)− ϕf(t, x0)| < ε

2
.

Öå ìîæíà çðîáèòè çãiäíî íàñëiäêó 2.2.1. Äëÿ m ≥M ðîçãëÿíåìî

sup
t∈[0,T ]

|ϕf(t, ym)− ϕf(t, x0)| ≤

≤ sup
t∈[0,T ]

|ϕf(t, ym)− ϕfpm(t, πpmy
m)|+
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+ sup
t∈[0,T ]

|ϕfpm(t, xpm)− ϕf(t, x0)| < ε

2
+
ε

2
= ε .

Òåïåð ìè ìîæåìî äîâåñòè ñòðîãó ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó

âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M ¹ ñòðîãî

ìàðêîâñüêèì ïðîöåñîì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ iç äîâåäåííÿ ëåìè 2.2.4. Íå-

õàé Fw
t = σ(w(s), s ≤ t) i τ � îáìåæåíèé ìàðêîâñüêèé ìîìåíò. Òîäi

äëÿ x0 ∈M i f ∈ Cb(R2k+1)

E
(
f(πkXt+τ(x

0))|Fw
τ

)
= lim

n→∞
E
(
f(πkX

n
t+τ(πnx

0))|Fw
τ

)
=

= lim
n→∞

ϕfn(t,X
n
τ (πnx

0)) = ϕf(t,Xτ(x
0)).

Òóò îñòàííié ïåðåõiä âiðíèé â ñèëó íàñëiäêó 2.2.2. Îòæå, áåðó÷è

óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïî σ-àëãåáði FX(x0)
τ i ïî σ(Xτ(x

0))

âiä ïåðøîãî òà îñòàííüîãî åëåìåíòó îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, ìà¹ìî

E
(
f(πkXt+τ(x

0))|FX(x0)
τ

)
= ϕf(t,Xτ(x

0))

òà

E
(
f(πkXt(x

0))|Xτ(x
0)
)

= ϕf(t,Xτ(x
0)).

Çâiäñè

E
(
f(πkXt+τ(x

0))|FX(x0)
τ

)
= E

(
f(πkXt(x

0))|Xτ(x
0)
)
.

Ïîçíà÷èìî äëÿ t ≥ 0, x ∈M òà ∆ ∈ B(M)

Pt(x,∆) = P{Xt(x) ∈ ∆}.

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè âèäíî, ùî Pt(x,∆) ¹ ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ i

E
(
f(πkXt+τ(x

0))|FX(x0)
τ

)
=

∫
M

f(πky)Pt(Xτ(x
0), dy).
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2.3 Ïðîáëåìà ìàðòèíãàëiâ äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè

Îñêiëüêè ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê ¹ ñòðîãî ìàðêîâ-

ñüêèì ïðîöåñîì ó ïðîñòîði M, òî ó äàíîìó ïóíêòi ìè îïèøåìî öåé

ïðîöåñ ó òåðìiíàõ ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ, çîêðåìà çíàéäåìî âèãëÿä

éîãî ãåíåðàòîðà i âèçíà÷èìî ìíîæèíó, íà ÿêié ïîòðiáíî çàäàòè ãåíå-

ðàòîð, ùîá iñíóâàâ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ. Âiäìi-

òèìî, ùî ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïðè îïèñi ÿäðà ãåíåðàòîðà äëÿ ñèñòåìè

âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â En ìè âèáèðàëè ôóíêöi¨ òàê, ùîá

öåé îïåðàòîð ïåðåâîäèâ íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ â íåïåðåðâíi i, êðiì òîãî,

áóâ ñèëüíèì ãåíåðàòîðîì (ïîðîäæóâàâñÿ íàïiâãðóïîþ). Òóò ìè ïðà-

öþâàòèìåìî ëèøå ç ôóíêöiÿìè íà M, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f̃ = f ◦ πk, i çà ðàõóíîê íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê íàì íå äî-

âîäèòüñÿ î÷iêóâàòè, ùî ìíîæèíîþ çíà÷åíü ãåíåðàòîðà ¹ íåïåðåðâíi

ôóíêöi¨. Âiçüìåìî

DM = {f ◦ πk
∣∣
M

: f ∈ C2(R2k+1), f ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, k ∈ N}.

Ìíîæèíà DM áóäå îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ íàøîãî ãåíåðàòîðà.

Íåõàé X·(x) � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M, ùî

ñòàðòóâàâ ç x. Âiçüìåìî ôóíêöiþ f ∈ C2(R2k+1) i äî f(πkXt(x))

çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Iòî, îòðèìà¹ìî

f(πkXt(x))−f(πkx)− 1

2

t∫
0

k∑
i,j=−k

∂2

∂xi∂xj
f(πkXs(x))d〈xi(·), xj(·)〉s =

=

t∫
0

k∑
i=−k

∂

∂xi
f(πkXs(x))dxi(s) = mf(t).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî ñèñòåìà ïðîöåñiâ {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0} çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.1.1, îñòàííþ ðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè
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â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

f(πkXt(x))− f(πkx)− 1

2

t∫
0

k∑
i,j=−k

∂2

∂xi∂xj
f(πkXs(x))

I{xi(s)=xj(s)}
mi(s)

ds =

= mf(t). (2.12)

Äëÿ f̃ ∈ DM âiçüìåìî

GM f̃(x) =
1

2

k∑
i,j=−k

∂2

∂xi∂xj
f(πkx)

I{xi=xj}∑
l∈Z

I{xi=xl}
,

äå f̃ = f ◦ πk
∣∣
M
. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê ¹ ¹äèíèì

ðîçâ'ÿçêîì (GM,DM)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (2.12) i âëàñòèâiñòü 1◦) òåîðå-

ìè 2.1.1, îòðèìà¹ìî

f(πkXt(x))− f(πkx)−
t∫

0

GM f(πkXs(x))ds− ìàðòèíãàë. (2.13)

Ïîêàæåìî, ùî äîâiëüíèé ïðîöåñ {Yt(x), t ≥ 0} òàêèé, ùî Y0(x) =

x i çàäîâîëüíÿ¹ (2.13), ¹ ïðîöåñîì âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê.

Âiçüìåìî äëÿ i = −k, . . . , k òà r > 0 ôóíêöiþ f ri ∈ C2(R2k+1) òàêó,

ùî f ri (πkx) = xi ïðè πkx ∈ (−r, r)2k+1 i f ri (πkx) = 0 ïðè πkx /∈
(−r − 1, r + 1)2k+1. Ïîçíà÷èìî

σr = inf{t : πkYt(x) /∈ (−r, r)2k+1}.

Çà òåîðåìîþ 3.1.5 [22, ñò. 54] σr � ìàðêîâñüêèé ìîìåíò âiäíîñíî

FY (x) = σ(Ys(x), s ≤ t). Ðîçãëÿíåìî

mfri (t ∧ σr) = f ri (πkYt∧σr(x))− f(πkx)−

−
t∧σr∫
0

GM f ri (πkYs(x))ds = yi(t ∧ σr)− xi.
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Çà òåîðåìîþ ïðî ïåðåòâîðåííÿ âiëüíîãî âèáîðó [18, ñò. 42] ïðîöåñ

yi(t ∧ σr) − xi � íåïåðåðâíèé ìàðòèíãàë. Â ñèëó äîâiëüíîñòi r yi(·)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1◦).

Äàëi, íåõàé f ri ∈ C2(R2k+1) i f ri (πkx) = x2
i ïðè πkx ∈ (−r, r)2k+1 i

f ri (πkx) = 0 ïðè πkx /∈ (−r − 1, r + 1)2k+1, òîäi

mfri (t ∧ σr) = y2
i (t ∧ σr)− x2

i −
t∧σr∫
0

ds

mi(s)
− ìàðòèíãàë.

Çâiäñè

〈yi(·)〉t =

t∫
0

ds

mi(s)
.

Îòæå, yi(·) òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 4◦).

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ 5◦). Íåõàé äëÿ i 6= j f ri,j ∈ C2(R2k+1) i

f ri,j(πkx) = xixj ïðè πkx ∈ (−r, r)2k+1, i f ri,j(πkx) = 0 ïðè πkx /∈
(−r − 1, r + 1)2k+1, òîäi

mfri,j(t ∧ σr) = yi(t ∧ σr)yj(t ∧ σr)− xixj−

−
t∧σr∫
0

I{yi(s)=yj(s)}
mi(s)

ds − ìàðòèíãàë.

Çâiäñè

〈yi(·), yj(·)〉t I{t<τi,j} = 0.

Îñêiëüêè âèêîíàííÿ óìîâ 2◦) i 3◦) î÷åâèäíå, òî Y·(x) � ïðîöåñ âàæ-

êèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M.

2.4 Ñòàöiîíàðíà äèñêðåòíà ìiðà ÿê ïî÷àòêîâà óìîâà

Ó äàíîìó ïóíêòi ìîâà éòèìå ïðî ñèñòåìó âàæêèõ äèôóçiéíèõ

÷àñòèíîê, ÿêà ïîáóäîâàíà â ïåðøîìó ïóíêòi. Ìè áóäåìî âèâ÷àòè

iñíóâàííÿ òàêî¨ ñèñòåìè äëÿ âèïàäêó, êîëè ñòàðò ¹ âèïàäêîâèì i çà-

äîâîëüíÿ¹ äåÿêié óìîâi ñòàöiîíàðíîñòi, ÿêó îïèøåìî ïiçíiøå. Âèâ÷å-
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ííÿ öüîãî âèïàäêó çâ'ÿçàíå ç òèì, ùî ìè õî÷åìî ïîáóäóâàòè ìàòåìà-

òè÷íó ìîäåëü ñèñòåìè ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì çi çìiííîþ ìàñîþ,

ÿêi á ñòàðòóâàëè ç óñiõ òî÷îê ïðÿìî¨, òîáòî, ùîá ðîçïîäiëîì ¨õíüî¨

ìàñè ïðè ñòàðòi áóëà ìiðà Ëåáå à. À öå îçíà÷à¹, ùî â ïî÷àòêîâèé ìî-

ìåíò ÷àñòèíêè ïîâèííi ïî÷èíàòè ðóõ ç íåñêií÷åííî ìàëîþ ìàñîþ, à

îòæå, ç íåñêií÷åííî âåëèêîþ äèôóçi¹þ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îñòàííüî¨

ïðîáëåìè ìè ïðîïîíó¹ìî âiäñòóïèòè íà ÿê çàâãîäíî ìàëèé ïðîìiæîê

÷àñó t0 i ïðèïóñòèòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäðiçêó âñi ÷àñòèíêè, ÿêi ç

íüîãî ñòàðòóâàëè, ñêëå¨ëèñü â ñêií÷åííó êiëüêiñòü. À ïîòiì áóäóâàòè

ñóêóïíiñòü ïðîöåñiâ, ùî îïèñó¹ äàíó ìîäåëü íà [t0,+∞). Ïðèðîäíüî

ââàæàòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó ñòàðòîì ìà¹ áóòè âèïàäêîâà òî÷êîâà

ìiðà, ÿêà íå ìiíÿ¹ ñâî¨õ éìîâiðíîñíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè çñóâi, òîá-

òî ó ÿêî¨ éìîâiðíîñíèé ðîçïîäië ñòàöiîíàðíèé. Îòæå, äàíèé ïóíêò ¹

ïåðøèì êðîêîì äî ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè iñíóâàííÿ ñèñòåìè ÷àñòè-

íîê çi ñêëåþâàííÿì çi çìiííîþ ìàñîþ, ÿêi á ñòàðòóâàëè ç óñiõ òî÷îê

ïðÿìî¨.

Ïî÷íåìî ç äîñëiäæåííÿ äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé ñòàöiîíàðíèõ ìið.

Äåòàëüíèé îïèñ öüîãî îá'¹êòó ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó [28].

Îçíà÷åííÿ 2.4.1. Òî÷êîâîþ ìiðîþ íà R íàçèâàòèìåìî ìiðó µ =∑
k∈I

akδxk, äå ak > 0, xk ∈ R, xl 6= xk ïðè l 6= k i I ⊆ Z.

Ïîðÿä ç µ áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìiðó µ∗ =
∑
k∈I

δxk .

Íåõàé N � ìíîæèíà òî÷êîâèõ ìið µ íà R òàêèõ, ùî µ∗(B) <∞

äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè B ∈ B(R).

Îçíà÷åííÿ 2.4.2. Ñòàöiîíàðíîþ òî÷êîâîþ ìiðîþ µ íà R íàçèâà-

òèìåìî âiäîáðàæåííÿ

µ : B(R)× Ω→ R+ ∪{∞},

ÿêå ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) äëÿ áóäü-ÿêîãî B ∈ B(R) µ(B, ·) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà;
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2) µ(·, ω) ∈ N, ∀ ω ∈ Ω;

3) äëÿ áóäü-ÿêèõ B1, . . . , Bn ∈ B(R) i h ∈ R

(µ(B1), . . . , µ(Bn))
d
= (µ(B1 + h), . . . , µ(Bn + h)).

Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî N ÿê âèìiðíèé ïðîñòið ç íàéìåíøîþ σ-

àëãåáðîþ N, âiäíîñíî ÿêî¨ âèìiðíi âñi âiäîáðàæåííÿ µ→ µ(B), B ∈

B(R) i B � îáìåæåíà.
Çàóâàæåííÿ 2.4.1. µ � ñòàöiîíàðíà òî÷êîâà ìiðà òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè µ � âèïàäêîâèé åëåìåíò â N, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòè-

âiñòü 3) îçíà÷åííÿ 2.4.2.
Çàóâàæåííÿ 2.4.2. Â îçíà÷åííi 2.4.2 óìîâà 3) åêâiâàëåíòíà óìîâi

3′) äëÿ äîâiëüíèõ íåïåðåòèííèõ íàïiââiäêðèòèõ iíòåðâàëiâ

B1, . . . , Bn ∈ B(R) i äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ R

(µ(B1), . . . , µ(Bn))
d
= (µ(B1 + h), . . . , µ(Bn + h)).

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ñòàöiîíàðíèõ ìið.
Ïðèêëàä 2.4.1. Íåõàé {x(u, ·), u ∈ R} � ïîòiê Àððàòüÿ [1]. Âi-

çüìåìî µt(B) = λ(Bt), äå Bt = {u : x(u, t) ∈ B} i λ � ìiðà Ëåáå à

íà R. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 µt � ñòàöiîíàðíà òî÷êîâà ìiðà.

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî µt çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)�2) îçíà÷åííÿ 2.4.2

ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [9]. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâè 3).

Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t ≥ 0} � ïîòiê Àððàòüÿ. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

h {y(u, t), u ∈ R, t ≥ 0} òàêîæ ïîòiê Àððàòüÿ, äå y(u, t) = x(u−
h, t) + h. Âiçüìåìî B1, . . . , Bn ∈ B(R) i ðîçãëÿíåìî

(µt(B1), . . . , µt(Bn)) =

= (λ{u : x(u, t) ∈ B1}, . . . , λ{u : x(u, t) ∈ Bn}) =

= (λ{u : x(u, t) + h ∈ B1 + h}, . . . , λ{u : x(u, t) + h ∈ Bn + h}) =

= (λ{u : y(u+ h, t) ∈ B1 + h}, . . . , λ{u : y(u+ h, t) ∈ Bn + h}) =

= (λ{u− h : y(u, t) ∈ B1 + h}, . . . , λ{u− h : y(u, t) ∈ Bn + h}) =

= (λ{u : y(u, t) ∈ B1 + h}, . . . , λ{u : y(u, t) ∈ Bn + h}) d
=

d
= (µt(B1 + h), . . . , µt(Bn + h)).
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Ïðèêëàä 2.4.2. Íåõàé µ � ìiðà, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) µ(B) � ïóàññîíiâñüêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç iíòåíñèâíiñòþ

λ(B);

2) âèïàäêîâi âåëè÷èíè µ(B1), . . . , µ(Bn) íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi

äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåòèííî¨ ñèñòåìè ìíîæèí B1, . . . , Bn ∈
B(R).

Òîäi µ � ñòàöiîíàðíà òî÷êîâà ìiðà (ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ Ïó-

àññîíiâñüêîþ âèïàäêîâîþ ìiðîþ i ¨¨ iñíóâàííÿ âñòàíîâëåíî, íàïðè-

êëàä, â [29]).

Äàëi äîâåäåìî ëåìó, ç ÿêî¨ ïîòiì áóäå âèïëèâàòè iñíóâàííÿ ñóêó-

ïíîñòi ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì çi çìiííîþ ìàñîþ, ðîçïîäiëîì ìàñè

ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÿêèõ ¹ ñòàöiîíàðíà ìiðà.

Ëåìà 2.4.1. Íåõàé µ =
∑
k∈I

akδxk � ñòàöiîíàðíà òî÷êîâà ìiðà òà-

êà, ùî µ 6= 0 ì.í., äëÿ äîâiëüíèõ l, k ∈ I ç òîãî, ùî l < k i l ≤ i ≤ k,

âèïëèâà¹ xl < xk òà i ∈ I. Òîäi ç éìîâiðíiñòþ 1 I = Z i ïîñëiäîâ-

íîñòi {xk, k ∈ Z} òà {ak, k ∈ Z} çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1?), 2?)

òåîðåìè 2.1.1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

C(m)
n = [mn,m(n+ 1)).

Ðîçãëÿíåìî

X
(m)
N (n) = µ(C(m)

n )
∏

k:xk∈C(m)
n

I{ak≥ 1
N} I{µ∗(C(m)

n )>1} .

X
(m)
N (n) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

X
(m)
N (n) = lim

k→∞
I ∑

G∈Ak(C
(m)
n )

I{µ(G)>0}>1


×

×

 ∑
G∈Ak(C(m)

n )

µ(G)

 ∏
G∈Ak(C(m)

n )

(
I{µ(G)≥ 1

N}+ I{µ(G)=0}

)
,
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äå Ak([a, b)) � ñêií÷åííå âêëàäåíå ðîçáèòòÿ [a, b) âiäêðèòèìè ñïðàâà

ïiâiíòåðâàëàìè òàêå, ùî

max
A∈Ak([a,b))

diamA→ 0 ïðè k →∞.

Çâiäñè ëåãêî áà÷èòè, ùî X(m)
N � ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ ó âóçüêîìó

ðîçóìiííi. Ç X(m)
N óòâîðèìî íîâèé ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ

Y
(m)
N (n) = X

(m)
N (n) I{X(m)

N ≤N} .

Äàëi, îñêiëüêè EY (m)
N (n) < ∞, òî çà òåîðåìîþ Áiðêãîôà-

Õií÷iíà [30, ñò. 274]

lim
K−M→∞

1

K −M

K∑
n=M+1

Y
(m)
N (n) = E(Y

(m)
N (n)|S

Y
(m)
N

),

äå

S
Y

(m)
N

= (Y
(m)
N )−1(S), S = {B ∈ B(R∞) : T−1(B) = B}

i T � îïåðàòîð çñóâó â R∞.
Ïîçíà÷èìî ξ(m)

N = E(Y
(m)
N (n)|S

Y
(m)
N

) i ðîçãëÿíåìî B(m)
N = {ξ(m)

N =

0} òà A(m)
N = Ω\B(m)

N . Îñêiëüêè íà A(m)
N iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ

÷èñåë {nj, j ∈ Z} òàêà, ùî N ≥ Y
(m)
N (nj) ≥ 1

N , òî ç êîíñòðóêöi¨ Y
(m)
N

âèäíî, ùî óìîâè 1?), 2?) òåîðåìè 2.1.1 íà A(m)
N âèêîíóþòüñÿ.

Ïîêàæåìî, ùî

P


∞⋃

m,N=1

A
(m)
N

 = 1,

à öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî

P


∞⋂

m,N=1

B
(m)
N

 = 0.

Íåõàé öå íå òàê. Ðîçãëÿíåìî∫
B

(m)
N

Y
(m)
N (n) P(dω) =

∫
B

(m)
N

ξ
(m)
N (n) P(dω) = 0.
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Çâiäñè Y (m)
N (n) = 0 íà B(m)

N . Îòæå, Y (m)
N (n) = 0 äëÿ äîâiëüíèõ n, m

i N íà
∞⋂

m,N=1
B

(m)
N . À öå îçíà÷à¹, ùî àáî íà R+, àáî íà R− ¹ ðiâíî

îäíà òî÷êà, ó ÿêié çîñåðåäæåíà ìiðà µ (íà
∞⋂

m,N=1
B

(m)
N ).

Âiçüìåìî

Y (n) = µ∗([n, n+ 1)), n ∈ Z .

Çãiäíî iç çàóâàæåííÿì, íàâåäåíèì âèùå, çíàéäåòüñÿ α > 0 i n ∈ Z
òàêi, ùî

α = P{Y (n) = 1, Y (m) = 0, n 6= m}.

Îñêiëüêè µ � ñòàöiîíàðíà ìiðà, òî µ∗ òàêîæ ñòàöiîíàðíà, à çíà÷èòü

Y � ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ ó âóçüêîìó ðîçóìiííi. Çâiäñè

α = P{Y (n) = 1, Y (m) = 0, n 6= m} =

= lim
m→∞

P{Y (−m) = 0, . . . , Y (n) = 1, . . . , Y (m) = 0} =

= lim
m→∞

P{Y (−m+ 1) = 0, . . . , Y (n+ 1) = 1, . . . , Y (m+ 1) = 0} =

= P{Y (n+ 1) = 1, Y (m+ 1) = 0, n 6= m},

ùî íåìîæëèâî. Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü ç ïðèïóùåííÿì.

Òåïåð äîâåäåìî îñíîâíó òåîðåìó öüîãî ïóíêòó.

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé µ =
∑
k∈Z

akδxk � ñòàöiîíàðíà òî÷êîâà ìiðà

íà R çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ àòîìiâ íà êîæíîìó âiäðiçêó i µ 6= 0.

Òîäi iñíó¹ ñèñòåìà ïðîöåñiâ {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
íàñòóïíi óìîâè:

1◦) äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z ïðîöåñ xk(·)− xk � íåïåðåðâíèé êâàäðà-

òè÷íî iíòåãðîâíèé ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë âiäíîñíî ïîòîêó σ-

àëãåáð

(Ft)t≥0 = (σ(xk(s), s ≤ t, k ∈ Z))t≥0 ;

2◦) xk(0) = xk, k ∈ Z;

3◦) äëÿ äîâiëüíèõ l < k òà äîâiëüíîãî t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü xl(t) ≤ xk(t);
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4◦) äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 êâàäðàòè÷íà õàðàêòåðèñòèêà

〈xk(·)− xk〉t =

t∫
0

ds

mk(s)
,

äå

mk(t) =
∑

i∈Mk(t)

ai,

Mk(t) = {i ∈ Z : ∃ s ≤ t, xk(s) = xi(s)};

5◦) ñóìiñíà õàðàêòåðèñòèêà

〈xl(·)− xl, xk(·)− xk〉t I{t<τl,k} = 0,

äå τl,k = inf{t : xl(t) = xk(t)}.
Çàóâàæåííÿ 2.4.3. Ó äàíié òåîðåìi ñëîâî �ìàðòèíãàë� çàìiíåíå

íà �ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë� ëèøå ïî òié ïðè÷èíi, ùî xk, k ∈ Z
ìîæå íå ìàòè ïåðøîãî ìîìåíòó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé µ � ñòàöiîíàðíà òî÷êîâà ìiðà, çàäàíà íà éìîâið-

íîñíîìó ïðîñòîði (Ω′,F′,P′). Âiçüìåìî íà äåÿêîìó iíøîìó éìîâið-

íîñíîìó ïðîñòîði (Ω′′,F′′,P′′) çëi÷åííó ñóêóïíiñòü íåçàëåæíèõ ñòàí-
äàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ {wk, k ∈ Z}. Ìàéæå äëÿ âñiõ ω′ ∈ Ω′

çà ëåìîþ 2.4.1 åëåìåíòè ((ak)k∈Z, (xk)k∈Z) ëåæàòü â K. Âiçüìåìî

(xk(·))k∈Z = X·(a(ω′), (xk(ω
′))k∈Z, (ω

′, ω′′))

(òóò X âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (2.3)). Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà

{xk(·), k ∈ Z} ¹ øóêàíîþ.
Ç òâåðäæåííÿ 2.1.1 âèïëèâà¹, ùî xk(·) � âèïàäêîâèé ïðîöåñ äëÿ

äîâiëüíîãî k ∈ Z. Ïåðåâiðèìî, ùî xk(·) − xk êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâ-
íèé ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë.

Íåõàé

σ(k)
n = inf{t : |xk(t)− xk| ≥ n} ∧ n.

Îñêiëüêè xk(·)−xk � íåïåðåðâíèé ïðîöåñ, óçãîäæåíèé ç (Fµ,w
t )t≥0 =

(σ(ak, xk, wk(s), s ≤ t, k ∈ Z))t≥0, òî σ
(k)
n � ìàðêîâñüêèé ìîìåíò
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âiäíîñíî (Fµ,w
t )t≥0. Çà òåîðåìîþ ïðî ïåðåòâîðåííÿ âiëüíîãî âèáîðó

[18, ñò. 42] äëÿ äîâiëüíîãî ω′ ∈ Ω′ ïðîöåñ xk(· ∧ σ(k)
n , ω′) − xk(ω′) �

êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë ç õàðàêòåðèñòèêîþ

〈xk(·, ω′)− xk(ω′)〉t =

t∧σ(k)
n (ω′)∫
0

ds

mk(s, ω′)
.

Ïîêàæåìî, ùî xk(·∧σ(k)
n ) � êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë

íà Ω′ × Ω′′. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî∫
A′×A′′

(xk(t ∧ σ(k)
n )− xk)dP′⊗P′′ =

∫
A′×A′′

(xk(s ∧ σ(k)
n )− xk)dP′⊗P′′,

äå s ≤ t, A′ ∈ σ(ak, xk, k ∈ Z) i A′′ ∈ σ(wk(r), r ≤ s, k ∈ Z).

Îòæå,∫
A′×A′′

(xk(t∧ σ(k)
n )− xk)dP′⊗P′′ =

∫
A′

dP′
∫
A′′

(xk(t∧ σ(k)
n )− xk)dP′′ =

=

∫
A′

dP′
∫
A′′

(xk(s∧σ(k)
n )−xk)dP′′ =

∫
A′×A′′

(xk(s∧σ(k)
n )−xk)dP′⊗P′′ .

Äàëi ðîçãëÿíåìî

Mn(t) = (xk(t ∧ σ(k)
n )− xk)2 −

t∧σ(k)
n∫

0

ds

mk(s)
.

Ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ Mn, ìà¹ìî, ùî Mn � êâà-

äðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë. Çâiäñè â ñèëó òåîðåìè Äóáà-

Ìåé¹ðà [23, ñò. 73]

〈xk(·)− xk〉t =

t∧σ(k)
n∫

0

ds

mk(s)
.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî

〈xl(·)− xl, xk(·)− xk〉t I{t<τl,k} = 0.
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Ïîçíà÷èìî

τn = τl,k ∧ σ(l)
n ∧ σ(k)

n .

Âiçüìåìî

M l,k
n (t) = (xl(t ∧ τn)− xl)(xk(t ∧ τn)− xk).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî M l,k
n � êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë. Çà

òåîðåìîþ Äóáà-Ìåé¹ðà

(xl(t ∧ σ(l)
n ∧ σ(k)

n )− xl)(xk(t ∧ σ(l)
n ∧ σ(k)

n )− xk) = M̃ l,k
n (t)+

+ 〈xl(· ∧ σ(l)
n ∧ σ(k)

n )− xl, xk(· ∧ σ(l)
n ∧ σ(k)

n )− xk〉t,

äå M̃ l,k
n � ìàðòèíãàë. Ïiäñòàâèìî â îñòàííþ ðiâíiñòü çàìiñòü t t∧τl,k

(xl(t ∧ τn)− xl)(xk(t ∧ τn)− xk) = M̃ l,k
n (t ∧ τn)+

+ 〈xl(· ∧ σ(l)
n ∧ σ(k)

n )− xl, xk(· ∧ σ(l)
n ∧ σ(k)

n )− xk〉t∧τn.

Çà òåîðåìîþ ïðî ïåðåòâîðåííÿ âiëüíîãî âèáîðó M̃ l,k
n (· ∧ τn) � ìàð-

òèíãàë, à îòæå, M l,k
n = M̃ l,k

n (· ∧ τn). Çâiäñè

〈xl(· ∧ σ(l)
n ∧ σ(k)

n )− xl, xk(· ∧ σ(l)
n ∧ σ(k)

n )− xk〉t∧τn = 0.

Îòðèìàëè

〈xl(·)− xl, xk(·)− xk〉t∧τn = 0.

Çàóâàæåííÿ 2.4.4. Â ñèëó äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè 2.1.1 ðîçïîäië

ïîáóäîâàíî¨ ñóêóïíîñòi ïðîöåñiâ (. . . , x−n(·), . . . , xn(·), . . .) íå çàëå-

æèòü âiä âèáîðó ñèñòåìè âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ {wk, k ∈ Z}.

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî ðîçïîäië (. . . , x−n(·), . . . , xn(·), . . .)

çàëåæèòü ëèùå âiä ðîçïîäiëó µ0 =
∑
k∈Z

akδxk(0) ó ïðîñòîði N. Íåõàé

ñèñòåìè ïðîöåñiâ {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0} òà {yk(t), k ∈ Z, t ≥ 0}

ïîáóäîâàíi àíàëîãi÷íî, ÿê ó äîâåäåííi òåîðåìè 2.4.1.
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Òâåðäæåííÿ 2.4.1. ßêùî ðîçïîäiëè ñòàöiîíàðíèõ òî÷êîâèõ ìið∑
k∈Z

akδxk(0) òà
∑
k∈Z

bkδyk(0) ñïiâïàäàþòü ó ïðîñòîði N, òî ðîçïîäiëè

âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
{∑
k∈Z

akδxk(t), t ≥ 0

}
òà

{∑
k∈Z

bkδyk(t), t ≥ 0

}
ñïiâïàäàþòü ó ïðîñòîði NR+

.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

µt =
∑
k∈Z

akδxk(t), t ≥ 0,

νt =
∑
k∈Z

bkδyk(t), t ≥ 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

t1, . . . , tn ∈ R+ òà B1, . . . , Bn ∈ B(R), n ∈ N,

(µt1(B1), . . . , µtn(Bn))
d
= (νt1(B1), . . . , νtn(Bn)).

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ iç K â N

Λ((ak)k∈Z, (xk)k∈Z) =
∑
k∈Z

akδxk.

Î÷åâèäíî, ùî Λ � âèìiðíå. Íåõàé

P t1,...,tn;B1,...,Bn
(a,x) = Law{Λ(a,Xt1(a, x))(B1), . . . ,Λ(a,Xtn(a, x))(Bn)},

äå (a, x) ∈ K iX âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (2.3). Â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.1.1

äëÿ äîâiëüíèõ C1, . . . , Cn ∈ B(R) âiäîáðàæåííÿ

(a, x)→ P t1,...,tn;B1,...,Bn
(a,x) (C1, . . . , Cn)

¹ âèìiðíèì iç ïðîñòîðó K ó ïðîñòið Rn. Âiäìiòèìî, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî l ∈ Z òà (a, x) = ((ak)k∈Z, (xk)k∈Z) ∈ K

P t1,...,tn;B1,...,Bn
(a,x) = P t1,...,tn;B1,...,Bn

(al,xl) ,

äå (al, xl) = ((ak+l)k∈Z, (xk+l)k∈Z). Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííþ ðiâ-

íiñòü, ìîæåìî êîðåêòíî âèçíà÷èòè äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ N

P t1,...,tn;B1,...,Bn
µ = P t1,...,tn;B1,...,Bn

(a,x) ,
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äå µ = Λ(a, x). Ïîçíà÷èìî

Qµ0 = Law{µ0},

Qν0 = Law{ν0}.

Ç êîíñòðóêöi¨ ïðîöåñiâ {µt, t ≥ 0} òà {νt, t ≥ 0} ìà¹ìî

Law{(µt1(B1), . . . , µtn(Bn))} =

∫
N

P t1,...,tn;B1,...,Bn
µ Qµ0(dµ) =

=

∫
N

P t1,...,tn;B1,...,Bn
µ Qν0(dµ) = Law{(νt1(B1), . . . , νtn(Bn))}.

Íåõàé {xk(t), k ∈ Z, t ≥ 0} � ñèñòåìà ïðîöåñiâ, ïîáóäîâàíà â

òåîðåìi 2.4.1.

Íàñëiäîê 2.4.1. Äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 ìiðà µt =
∑
k∈Z

akδxk(t) � ñòà-

öiîíàðíà.

Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó ïîêàçó¹, ùî éìîâiðíîñíèé ðîçïîäië ìiðè µt

íå çàëåæèòü âiä çñóâó íà äîâiëüíå ÷èñëî h ∈ R, òîáòî µt
d
= µt(·+h).

2.5 Àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè

Ó äàíîìó ïóíêòi âèâ÷èìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ïðîöåñó âàæêèõ äè-

ôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M, çîêðåìà íàìè áóäå äîñëiäæåíà àñèìïòîòè-

÷íà ïîâåäiíêà íà íåñêií÷åííîñòi ïðîöåñiâ, ÿêi îïèñóþòü ðóõ îêðåìèõ

÷àñòèíîê, ó âèïàäêó, êîëè ñòàðòîì ¹ öiëi òî÷êè. Îäíàê òî÷íi àñèì-

ïòîòèêè íàì ïîêè-ùî íå âiäîìi. Òàêîæ áóäå çíàéäåíà îöiíêà íà àñèì-

ïòîòèêó ðîñòó ìàñè ÷àñòèíêè i äîâåäåíî, ùî äîâiëüíi äâi ÷àñòèíêè

ñêëåÿòüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 1.

Íåõàé {(xk(t))k∈Z, t ≥ 0} � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê

â M. Ïåðåéäåìî äî ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé.
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Ëåìà 2.5.1. Iñíó¹ ñèñòåìà ñòàíäàðòíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ

{wk, k ∈ Z} òàêà, ùî

xk(t) = xk +

t∫
0

dwk(s)√
mk(s)

, k ∈ Z, t ≥ 0,

òà

〈wl, wk〉t I{t<τl,k} = 0.

Íåõàé w, w1 òà w2 � íåçàëåæíi ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè.

Ïîçíà÷èìî äëÿ s ∈ R

σs = inf{t : w1(t)− w2(t) = s}. (2.14)

Ëåìà 2.5.2. Äëÿ äîâiëüíèõ k, l ∈ Z, t ≥ 0, a > 0 âèêîíó¹òüñÿ

P{τk,l ≤ t} ≤ P{σxl−xk ≤ t},

P
{

min
t∈[0,T ]

xk(t) ≤ xk(0)− a
}
≤ P

{
min
t∈[0,T ]

w(t) ≤ −a
}

òà

P
{

max
t∈[0,T ]

xk(t) ≥ xk(0) + a

}
≤ P

{
max
t∈[0,T ]

w(t) ≥ a

}
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òiëüêè ïåðøó íåðiâíiñòü, äâi iíøi ïåðåâiðÿþ-

òüñÿ àíàëîãi÷íî. Iç ëåìè 2.5.1

xi(t) = xi +

t∫
0

dwi(s)√
mi(s)

, i = k, l, t ≥ 0.

Ïîáóäó¹ìî íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè w̃k, w̃l òàê, ùîá

(w̃i(t)− wi(t)) I{t<τk,l} = 0, i = k, l, t ≥ 0.

Âèçíà÷èìî

x(t) =

t∫
0

dw̃k(s)√
mk(s)

−
t∫

0

dw̃l(s)√
ml(s)

.

Î÷åâèäíî, ùî

τk,l = inf{t : x(t) = xl − xk}.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî x(·) � êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë i

〈x(·)〉t =

t∫
0

(
1

mk(s)
+

1

ml(s)

)
ds.

Îñêiëüêè 1
mi(s)

≤ 1, i = k, l, òî 〈x(·)〉t ≤ 2 t Â ñèëó òåîðåìè ïðåä-

ñòàâëåííÿ (äèâ. [18, ñò. 99]), iñíó¹ âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ŵ, òàêèé, ùî

x(t) = ŵ(〈x(·)〉t).

Íåõàé

σ̃xl−xk = inf{t : ŵ(2 t) = xl − xk},

òîäi

xl − xk = x(τk,l) = ŵ(〈x(·)〉τk,l) = ŵ(2 σ̃xl−xk).

Â ñèëó ìîíîòîííîñòi 〈x(·)〉

2 σ̃xl−xk = 〈x(·)〉τk,l ≤ 2 τk,l

àáî

σxl−xk
d
= σ̃xl−xk ≤ τk,l.

Çâiäñè

P{τk,l ≤ t} ≤ P{σ̃xl−xk ≤ t} = P{σxl−xk ≤ t}.

Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî ÷àñòèíêè ñòàðòóþòü ç öiëèõ òî÷îê ïðÿìî¨,

òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ k ∈ Z xk = k.

Ëåìà 2.5.3. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî k

P
{

lim
t→+∞

mk(t)

4
√
t ln ln t

≤ 1

}
= 1. (2.15)

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü (2.15) åêâiâàëåíòíà

P{∀ ε > 0 ∃n1(ε) ∀n ≥ n1(ε) mk(n) ≤ (1 + ε)ϕ(n)} = 1,



94

äå

ϕ(t) = 4
√
t ln ln t.

Íåõàé ε > 0, λ = 1 + ε, nk = λk, äå k ≥ k0, à k0 âèáèðà¹òüñÿ òàê,

ùîá âèðàç ln ln k0 áóâ âèçíà÷åíèé. Ïîçíà÷èìî òàêîæ

Ap = {mk(n) > λϕ(n) äëÿ äåÿêîãî n ∈ (np, np+1]} .

Îöiíèìî

P{Ap} ≤ P{mk(n) > λϕ(np) äëÿ äåÿêîãî n ∈ (np, np+1]} ≤

≤ P{mk(n) > λϕ(np) äëÿ äåÿêîãî n ≤ np+1} ≤

≤ P{mk(np+1) > λϕ(np)}.

Ðîçãëÿíåìî ïðè t > 0 i l > 2

P{mk(t) > l} ≤ P
{
τk,k+[ l2 ]

≤ t
}

+ P
{
τk,k−[ l2 ]

≤ t
}
≤ 2 P

{
σ[ l2 ]
≤ t
}
,

äå σs âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (2.14).

Âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòèêó õâîñòà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñòàíäàð-

òíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíó (äèâ. [26, ñò. 386]), ìà¹ìî

P{Ap} ≤
4√
2 π

+∞∫
[

λϕ(np)

2
√

2np+1

] e
−x

2

2 dx ≤ 4√
2 π

+∞∫
λϕ(np)

2
√

2np+1
−1

e−
x2

2 dx ∼

∼ 4√
2 π

(
λϕ(np)

2
√

2np+1
− 1

)−1

e
− 1

2

(
λϕ(np)

2
√

2np+1
−1
)2

≤

≤ C1e
−λ ln lnλp+

√
2λ ln lnλp =

= C1e
−(1−ε1)λ ln lnλpe− ε1 λ ln lnλp+

√
2λ ln lnλp ≤

≤ C2e
−(1−ε1)λ ln p = C2

1

pλ(1−ε1) ,

äå ε1 > 0 âèáèðà¹ìî òàê, ùîá (1− ε1)λ > 1.

Îñêiëüêè
∞∑
p=1

1
pλ(1−ε1) < +∞, òî â ñèëó ëåìè Áîðåëÿ-Êàíòåëëi îòðè-

ìà¹ìî, ùî

P{ lim
p→+∞

Ap} = 0.
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Ëåìà 2.5.4. Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z i p ∈ N ïðîöåñè xk(·) i xk+p(·)
ñêëåþþòüñÿ çà ñêií÷åííèé ÷àñ, òîáòî

P{τk,k+p < +∞} = 1.

Äîâåäåííÿ. ßê i â äîâåäåííi ëåìè 2.5.3, ïîáóäó¹ìî òàêèé ïðîöåñ x(·),
ùî

τk,k+p = inf{t : x(t) = p}

i

〈x(·)〉t =

t∫
0

(
1

mk(s)
+

1

mk+p(s)

)
ds.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.5.3, îòðèìà¹ìî

t∫
0

1

mk(s)
ds ≥

[t]∑
n=1

1

mk(n)
→ +∞, t→ +∞,

à öå îçíà÷à¹, ùî 〈x(·)〉t → +∞ ïðè t→ +∞. Iç òåîðåìè ïðåäñòàâëå-

ííÿ (äèâ. [18, ñò. 93]) âèïëèâà¹, ùî η(t) = x(〈x(·)〉−1
t ) � ñòàíäàðòíèé

âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. Íåõàé

σp = inf{t : η(t) = p}.

ßê âiäîìî

P{σp < +∞} = 1. (2.16)

Çàïèøåìî

p = η(σp) = x(〈x〉−1
σp

) = x(τk,k+p).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

τk,k+p = 〈x(·)〉−1
σp
.

Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi i âëàñòèâîñòi (2.16) ìà¹ìî, ùî P{τk,k+p <

+∞} = 1.

Ëåìà 2.5.5. Äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1)

P
{

lim
t→+∞

|x0(t)|√
2t ln ln t

= 0

}
= 1,
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P
{

lim
t→+∞

|x0(t)|
4
√
t1−ε

=∞
}

= 1.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøó ðiâíiñòü.

ßê i ó âèïàäêó ëåìè 2.5.4, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî 〈x0(·)〉t → +∞
ïðè t→ +∞. Iç òåîðåìè ïðåäñòàâëåííÿ (äèâ. [18, ñò. 93]) âèïëèâà¹,

ùî iñíó¹ ñòàíäàðòíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ w òàêèé, ùî

x0(t) = w(〈x0(·)〉t).

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ âiíåðiâñüêîãî

ïðîöåñó (äèâ. [16, ñò. 73]), ìà¹ìî

P

{
lim
t→+∞

|w(〈x0(·)〉t)|√
2〈x0(·)〉t ln ln〈x0(·)〉t

= 1

}
= 1.

Âiçüìåìî äîâiëüíå p ∈ N i âèáåðåìî t0 òàê, ùîá m0(t0) ≥ p. Òîäi

äëÿ t ≥ t0

〈x0(·)〉t =

t∫
0

ds

m0(s)
=

t0∫
0

ds

m0(s)
+

t∫
t0

ds

m0(s)
≤ c(t0) +

1

p
t.

Çâiäñè

1 = lim
t→+∞

|x0(t)|√
2〈x0(·)〉t ln ln〈x0(·)〉t

≥

≥ lim
t→+∞

|x0(t)|√
2(c(t0) + 1

pt) ln ln(c(t0) + 1
pt)

= lim
t→+∞

|x0(t)|√
21
pt ln ln t

.

Òîäi

P
{

lim
t→+∞

|x0(t)|√
2t ln ln t

≤ 1
√
p

}
= 1.

Ïðÿìóþ÷è p äî íåñêií÷åíîñòi, îòðèìà¹ìî äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ðiâíîñòi.

Äîâåäåìî äðóãó ðiâíiñòü. Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ iç äîâåäåííÿ

ëåìè 2.5.3. Ìà¹ìî

∃N ∈ N ∀p ≥ N m0(np+1) ≤ λϕ(np).
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Âiçüìåìî t ∈ [np, np+1), òîäi â ñèëó ìîíîòîííîñòi m0(·) îòðèìà¹ìî,
ùî

m0(t) ≤ m0(np+1) ≤ λϕ(np) ≤ λϕ(t).

Íåõàé ε ∈ (0, 1), t0 = nN ∨ sup{t : ln ln t > tε} i t ≥ t0. Ðîçãëÿíåìî

〈x0(·)〉t =

t∫
0

ds

m0(s)
=

t0∫
0

ds

m0(s)
+

t∫
t0

ds

m0(s)
≥

≥ a(t0) +

t∫
t0

ds

λϕ(s)
= a(t0) +

t∫
t0

ds

λ4
√
s ln ln s

≥

≥ a(t0) +

t∫
t0

ds

λ4
√
s1+ε

= b(t0) +
1

2λ(1− ε)
√
t1−ε.

Çâiäñè

1 = lim
t→+∞

|x0(t)|√
2〈x0(·)〉t ln ln〈x0(·)〉t

≤

≤ lim
t→+∞

|x0(t)|√
2
(
b(t0) + 1

2λ(1−ε)

√
t1−ε

) =

= lim
t→+∞

|x0(t)|√
2 1

2λ(1−ε)

√
t1−ε

= lim
t→+∞

|x0(t)|√ √
t1−ε

λ(1−ε)

= lim
t→+∞

|x0(t)|
4
√
t1−ε√
λ(1−ε)

.

Ïðÿìóþ÷è λ äî îäèíèöi òà âðàõîâóþ÷è äîâiëüíiñòü ε, îòðèìà¹ìî

ïîòðiáíó ðiâíiñòü.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

1. Äëÿ âèïàäêó íåñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê îòðèìàíî äîñòàòíi

óìîâè, ÿêèì ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè ðîçïîäië ìàñè ÷àñòèíîê íà

ïðÿìié â ìîìåíò ñòàðòó, ùîá iñíóâàëà ñóêóïíiñòü ïðîöåñiâ, ÿêà

îïèñó¹ åâîëþöiþ ñèñòåìè ÷àñòèíîê çi ñêëåþâàííÿì çìiííî¨ ìà-

ñè.
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2. Ïîáóäîâàíî âèïàäêîâèé ïðîöåñ ó ïðîñòîði íåñïàäíèõ ïîñëiäîâ-

íîñòåé M, ÿêèé îïèñó¹ ðóõ êîæíî¨ îêðåìî¨ ÷àñòèíêè, ïåðåâi-

ðåíà éîãî íåïåðåðâíiñòü, âñòàíîâëåíà ìàðêîâñüêà âëàñòèâiñòü

i ðîçâ'ÿçàíà ïðîáëåìà ìàðòèíãàëiâ äëÿ íüîãî.

3. Âèâ÷åíî âèïàäîê âèïàäêîâîãî ñòàðòó, à ñàìå: âñòàíîâëåíî, ùî

iñíó¹ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü íàøî¨ ñèñòåìè, êîëè ïî÷àòêîâèé

ðîçïîäië ìàñè ÷àñòèíîê ¹ ñòàöiîíàðíèé, i ïîêàçàíî, ùî ìàñà,

ÿêà ïåðåíîñèòüñÿ ÷àñòèíêàìè, òàêîæ ¹ ñòàöiîíàðíà â äîâiëüíèé

ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó.

4. Äîñëiäæåíà àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà îêðåìî¨ ÷àñòèíêè íà íå-

ñêií÷åííîñòi òà âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íi îáìåæåííÿ íà ðiñò

¨¨ ìàñè.

Ïîáóäîâà âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ÿêèé çàäà¹ ðóõ íåñêií÷åííîãî ÷è-

ñëà ÷àñòèíîê, òà àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè ìiñòèòüñÿ ó ðî-

áîòi àâòîðà [13], à âèïàäîê ñòàöiîíàðíîãî ñòàðòó îïèñàíèé ó ðîáîòi

àâòîðà [14].
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ÐÎÇÄIË 3

ÌIÐÎÇÍÀ×ÍI ÏÐÎÖÅÑÈ, ÙÎ ÂIÄÏÎÂIÄÀÞÒÜ

ÑÈÑÒÅÌÀÌ ÂÇÀ�ÌÎÄIÞ×ÈÕ ÄÈÔÓÇIÉÍÈÕ

×ÀÑÒÈÍÎÊ

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî ìåòðè÷íèé ïðîñòið ëîêàëüíî ñêií-

÷åííèõ öiëî÷èñåëüíèõ ìið íà ïðÿìié òà äàíî ìàòåìàòè÷íèé îïèñ

ñèñòåìè âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê ó òåðìiíàõ åâîëþöi¨ âèïàä-

êîâî¨ ìiðè ó öüîìó ïðîñòîði. Òàêîæ äëÿ òàêîãî ïðîöåñó ðîçâ'ÿçàíà

ïðîáëåìà ìàðòèíãàëiâ i çíàéäåíî âèãëÿä ãåíåðàòîðà.

3.1 Ïðîñòið H

Ìåòîþ äàíîãî ïóíêòó ¹ âèçíà÷åííÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ó ÿêî-

ìó áóäå çàäàâàòèñü åâîëþöiÿ íàøî¨ ñèñòåìè. Òî÷êàìè ïðîñòîðó áó-

äóòü ëîêàëüíî ñêií÷åííi öiëî÷èñåëüíi ìiðè íà ïðÿìié, ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü äåÿêèì óìîâàì. Îòæå, íåõàé H � ìíîæèíà öiëî÷èñåëüíèõ

ìið µ íà R, äëÿ ÿêèõ

lim
n→+∞

µ([0, n))

n
= 1, lim

n→+∞

µ([−n, 0))

n
= 1 (3.1)

(â ñèëó óìîâè (3.1) ìiðà µ ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ).

Âiäìiòèìî, ùî äîâiëüíó ìiðó µ iç H ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

µ =
∑
k∈Z

δxk, (3.2)

äå {xk, k ∈ Z} � íåñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë. Âèêîðèñòî-

âóþ÷è ôîðìóëó (3.2), ìiæ åëåìåíòàìè ïðîñòîðó M òà ìíîæèíè H

ìîæíà âñòàíîâèòè íàñòóïíèé çâ'ÿçîê.

Ëåìà 3.1.1. Ìiðà µ ëåæèòü â H òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíàéäå-

òüñÿ åëåìåíò (xk)k∈Z iç M òàêèé, ùî µ =
∑
k∈Z

δxk.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé µ =
∑
k∈Z

δxk ∈ H i íóìåðàöiÿ xk âèáðàíà òàê, ùî

x1 ≥ 0 òà x0 < 0. Êîæíîìó ÷èñëó m ∈ N ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü

nm ∈ N çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì

nm − 1 < xm ≤ nm. (3.3)

Òîäi ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

µ([0, nm − 1]) < m ≤ µ([0, nm]).

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî m
nm
→ 1 ïðè m → ∞. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è (3.3), áà÷èìî, ùî xm
m → 1 ïðè m → +∞. Ç iíøîãî áîêó,

ÿêùî (xk)k∈Z ∈ M, òî âèáåðåìî l ∈ Z òàê, ùîá x1+l ≥ 0 òà xl < 0.

Ïîçíà÷èìî x′k = xk+l. Çðîçóìiëî, ùî (x′k)k∈Z ∈M. Âèçíà÷èâøè ìiðó

µ =
∑
k∈Z

δx′k , ïîçíà÷èìî µ([0, n]) = mn. Îòðèìà¹ìî

xmn
≤ n < xmn+1.

Çâiäñè, îñêiëüêè xmn
mn
→ 1, òî n

mn
→ 1 ïðè n→∞.

Äàëi ââåäåìî ìåòðèêè íà H. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó íåïåðåðâíèõ

âiäîáðàæåíü ç R â [0, 1]

Φ+ = {ϕ+
k , k ∈ N},

äå ϕ+
k (x) = 0 äëÿ x /∈ [0, k + 1] òà ϕ+

k (x) = 1 äëÿ x ∈ [1
2 , k], k ∈ N.

Ïîçíà÷èìî

Φ− = {ϕ−k : ϕ−k (x) = ϕ+
k (−x), x ∈ R, k ∈ N}.

Íåõàé CC(R) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà R ç êîìïàêòíèì

íîñi¹ì, à Q̃ = {gk, k ∈ N} � äåÿêà ïiäìíîæèíà öüîãî ïðîñòîðó

òàêà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ CC(R)

çíàéäåòüñÿ êîìïàêò Kf ⊃ supp f òàêèé, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ε > 0

iñíó¹ gk ∈ Q̃, íîñié ÿêî¨ ëåæèòü â Kf , i ‖f − gk‖ < ε.
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Âiçüìåìî Q = Q̃∪{ϕ+
k (x−k/2), k ∈ N}. Äëÿ µ, ν ∈ H âèçíà÷èìî

d(µ, ν) =
∞∑
k=1

1

2k
[|〈fk, µ〉 − 〈fk, ν〉| ∧ 1] ,

äå 〈f, µ〉 =
∫
R
f(x)µ(dx) òà Q = {fk, k ∈ N}.

Ëåìà 3.1.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {µn, n ≥ 0} ⊂ H

d(µn, µ0) → 0 ïðè n → ∞ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ CC(R) 〈f, µn〉 → 〈f, µ0〉 ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü òâåðäæåííÿ ëåìè î÷åâèäíà. Äîâåäåìî íå-

îáõiäíiñòü. Íåõàé d(µn, µ0)→ 0 ïðè n→∞. Ðîçãëÿíåìî f ∈ CC(R)

i ïîêàæåìî, ùî 〈f, µn〉 → 〈f, µ0〉 ïðè n→∞. Íåõàé ε > 0. Âèáåðåìî

g ∈ Q òàê, ùîá supp g ⊂ Kf òà

‖f − g‖ < ε

3C
,

äå C = sup
n≥0

µn(Kf). Âiäìiòèìî, ùî C <∞, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî

k ïîñëiäîâíiñòü {〈ϕ+
k (·−k/2), µn〉}n≥1 çáiãà¹òüñÿ äî 〈ϕ+

k (·−k/2), µ0〉.
Ðîçãëÿíåìî

|〈f, µn〉 − 〈f, µ0〉| ≤ |〈f, µn〉 − 〈g, µn〉|+ |〈g, µn〉 − 〈g, µ0〉|+

+ |〈g, µ0〉 − 〈f, µ0〉| ≤
∫
Kf

|f − g|dµn + |〈g, µn〉 − 〈g, µ0〉|+

+

∫
Kf

|f − g|dµ0 <
2 ε

3
+ |〈g, µn〉 − 〈g, µ0〉|.

Âçÿâøè íîìåð N òàê, ùîá äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ N |〈g, µn〉−〈g, µ0〉| <
ε
3 , îòðèìà¹ìî äîâåäåííÿ ëåìè.

Çàóâàæåííÿ 3.1.1. Îñêiëüêè ìåòðèêà d ïîðîäæó¹ íàéñëàáøó òî-

ïîëîãiþ, âiäíîñíî ÿêî¨ íåïåðåðâíi óñi ôóíêöiîíàëè âèãëÿäó 〈f, ·〉,
f ∈ CC(R), òî d íàçèâàþòü ìåòðèêîþ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi.

Òåïåð ìè ìîæåìî çàäàòè íà H ìåòðèêó òàê, ùîá âií ñòàâ ïîâíèì

ñåïàðàáåëüíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì. Âèçíà÷èìî äëÿ µ, ν ∈ H

γ(µ, ν) = d(µ, ν) + max
k≥1

|〈ϕ−k , µ〉 − 〈ϕ
−
k , ν〉|

k
+ max

k≥1

|〈ϕ+
k , µ〉 − 〈ϕ

+
k , ν〉|

k
,
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äå ôóíêöi¨ ϕ+
k , ϕ

−
k ëåæàòü â Φ+, Φ− âiäïîâiäíî.

Ëåìà 3.1.3. (H, γ) ¹ ïîâíèì ñåïàðàáåëüíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòî-

ðîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {µn}n≥1 � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â H.

Òîäi d(µn, µm) → 0 ïðè n,m → ∞. Çâiäñè [31, ñò. 40] iñíó¹ ìiðà µ

òàêà, ùî µ(K) <∞ äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòó K ⊂ R i d(µ, µn)→ 0

ïðè n→∞.

Ïîêàæåìî, ùî µ ∈ H òà γ(µ, µn) → 0 ïðè n → ∞. Íåõàé

A � îáìåæåíà áîðåëåâñüêà ìíîæèíà òàêà, ùî µ(∂A) = 0. Òîäi

µn(A) → µ(A), à îòæå, µ(A) ∈ N∪{0}. Çâiäñè µ � öiëî÷èñåëüíà

ìiðà. Ïåðåâiðèìî, ùî µ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.1) òà γ(µ, µn)→ 0 ïðè

n→∞.

Îñêiëüêè

max
k≥1

|〈ϕ+
k , µn〉 − 〈ϕ

+
k , µm〉|

k
→ 0 ïðè n,m→∞,

òî ïîñëiäîâíiñòü

{(
〈ϕ+
k ,µn〉
k

)
k≥1

, n ∈ N
}
¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ó ïðî-

ñòîði çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé c. Â ñèëó ïîâíîòè c iñíó¹ åëåìåíò

(ak)k≥1 â c òàêèé, ùî

lim
n→∞

(
〈ϕ+

k , µn〉
k

)
k≥1

= (ak)k≥1 â c.

Iç ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {µn}n≥1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëü-

íîãî k ≥ 1
〈ϕ+

k , µn〉
k

→
〈ϕ+

k , µ〉
k

ïðè n→∞.

Çâiäñè ak =
〈ϕ+
k ,µ〉
k , k ≥ 1, i

max
k≥1

|〈ϕ+
k , µ〉 − 〈ϕ

+
k , µn〉|

k
→ 0 ïðè n→∞.

Êðiì òîãî, çðîçóìiëî, ùî

lim
k→∞

〈ϕ+
k , µ〉
k

= 1,
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à îòæå,

lim
k→∞

µ([0, k))

k
= 1.

Ïðîðîáèâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi{(
〈ϕ−k ,µn〉

k

)
k≥1

, n ∈ N
}
, îòðèìà¹ìî, ùî µ ∈ H òà γ(µ, µn) → 0

ïðè n→∞.

Ïîêàæåìî, ùî (H, γ) � ñåïàðàáåëüíèé. Âèçíà÷èìî íà H×c2 ìå-

òðèêó. Âiçüìåìî äëÿ αi = (µi, (aik)k≥1, (b
i
k)k≥1) ∈ H×c2, i = 1, 2,

γ̃(α1, α2) = d(µ1, µ2) + max
k≥1
|a1
k − a2

k|+ max
k≥1
|b1
k − b2

k|,

äå d � ìåòðèêà ñëàáêî¨ çáiæíîñòi íà H. Îñêiëüêè

G =

{(
µ,

(
〈ϕ+

k , µ〉
k

)
k≥1

,

(
〈ϕ−k , µ〉
k

)
k≥1

)
: µ ∈ H

}
¹ ïiäìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (H×c2, γ̃), òî

ìåòðè÷íèé ïðîñòið (G, γ̃) òàêîæ ñåïàðàáåëüíèé (äèâ., íàïðèêëàä,

Òåîðåìà 1.6.12 [27, ñò. 32]). Ç içîìåòðè÷íîñòi (H, γ) òà (G, γ̃) âèïëè-

âà¹, ùî (H, γ) � ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið.

3.2 Ñèñòåìà âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê ÿê âèïàäêîâèé ïðî-

öåñ â H

Ìåòîþ äàíîãî ïóíêòó ¹ îïèñ ñèñòåìè âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòè-

íîê çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíîãî ïðîöåñó ó ïðîñòîði H. Öåé ïðîöåñ

áóäåìî áóäóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷à-

ñòèíîê â M. Âèçíà÷èìî

µt =
∑
k∈Z

δxk(t), t ≥ 0, (3.4)

äå {(xk(t))k∈Z, t ≥ 0} � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíîãî ïàðàãðàôó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.1. {µt, t ≥ 0} ¹ íåïåðåðâíèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ó

ïðîñòîði H.
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Çàóâàæåííÿ 3.2.1. Ñêëàäíiñòü äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè ïîëÿãà¹

ó ïåðåâiðöi íåïåðåðâíîñòi òðà¹êòîðié {µt, t ≥ 0}. Îäíàê öþ ñêëà-

äíiñòü ìîæíà ïîäîëàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî ÷àñòèíêè çà

ñêií÷åííèé ïðîìiæîê ÷àñó íå âñòèãàþòü ñèëüíî âiäõèëèòèñü âiä

ñâîãî ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ, îñêiëüêè ¨õíié ðóõ ¹ ñõîæèì íà áðî-

óíiâñüêèé (äèâ. äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.2.1).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.1. Çãiäíî ëåìè 3.1.1 äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 µt

ëåæèòü â H. Ïîêàæåìî, ùî µt � âèïàäêîâèé åëåìåíò ó ïðîñòîði H.

Çàóâàæèìî, ùî ìåòðèêè â H

γ(µ, ν) = d(µ, ν) ∨max
k≥1

|〈ϕ−k , µ〉 − 〈ϕ
−
k , ν〉|

k
∨max

k≥1

|〈ϕ+
k , µ〉 − 〈ϕ

+
k , ν〉|

k

òà γ � åêâiâàëåíòíi. Îòæå, â ñèëó åêâiâàëåíòíîñòi ìåòðèê òà ñåïàðà-

áåëüíîñòi ïðîñòîðó (H, γ) äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

C > 0 òà ν ∈ H ìíîæèíà {γ(µt, ν) ≤ C} ¹ âèïàäêîâîþ ïîäi¹þ.

Ïîçíà÷èìî

A1 = {d(µt, ν) ≤ C},

A2 =

{
max
k≥1

|〈ϕ+
k , µt〉 − 〈ϕ

+
k , ν〉|

k
≤ C

}
,

A3 =

{
max
k≥1

|〈ϕ−k , µt〉 − 〈ϕ
−
k , ν〉|

k
≤ C

}
.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ íà R ôóíêöi¨ f ç êîìïàêòíèì

íîñi¹ì 〈f, µt〉 ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, òî A1 ∈ F. Äàëi, îñêiëüêè

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

A2 =
∞⋂
k=1

{
|〈ϕ+

k , µt〉 − 〈ϕ
+
k , ν〉|

k
≤ C

}
,

òî A2 � âèïàäêîâà ïîäiÿ. Àíàëîãi÷íî A3 ¹ âèïàäêîâîþ ïîäi¹þ, òîáòî

A3 ∈ F. Îñêiëüêè {γ(µt, ν) ≤ C} = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∈ F, òî µt ¹

âèïàäêîâèì åëåìåíòîì â (H, γ).
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Ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ {µt, t ≥ 0} ìà¹ íåïåðåðâíi òðà¹êòîði¨.

Ñïî÷àòêó äëÿ äîâiëüíîãî T > 0 äîâåäåìî íàñòóïíó ðiâíiñòü

P
{

lim
k→∞

max
t∈[0,T ]

|〈ϕ+
k , µt〉 − 〈ϕ

+
k , µ0〉|

k
= 0

}
= 1. (3.5)

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî x0(0) ≥ 0 i x−1(0) < 0.

Íåõàé

ΩT =

{
lim
k→∞

max
t∈[0,T ]

|x̃k(t)|
(1 + |k|)α

= 0

}
,

äå x̃k(t) = xk(t)− xk(0) òà α ∈ (1
2 , 1). Ïîçíà÷èìî Ω′ =

∞⋂
n=1

Ωn. Çãiäíî

çàóâàæåííÿ 2.2.2

P{Ω′} = 1.

Âiçüìåìî ω ∈ Ω′ i ε ∈ (0, 1
2). Iç âèáîðó ω âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ

êîíñòàíòè C = C(ω) > 0 òàêî¨, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k

max
t∈[0,T ]

|xk(t, ω)− xk(0)| < C(1 + |k|)α.

Îñêiëüêè (xk(0))k∈Z ∈M, òî iñíó¹ íîìåð N òàêèé, ùî

C(1 +N)α < εN,

N > C

(
1 +

[
N

1− ε

])α
òà äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ N

n(1− ε) < xn(0) < n(1 + ε).

Íåõàé n ≥ N . Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

x[ n
1−ε ]+1(0) > n. (3.6)

Çâiäñè, ÿêùî 0 ≤ xk(0) < n− C
(
1 +

[
n

1−ε
])α

, òî

max
t∈[0,T ]

xk(t, ω) < n.
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Ñïðàâäi

max
t∈[0,T ]

xk(t, ω) ≤ max
t∈[0,T ]

|xk(t, ω)− xk(0)|+ xk(0) <

< C (1 + k)α + n− C
(

1 +

[
n

1− ε

])α
≤ n.

Òóò îñòàííié ïåðåõiä âiðíèé â ñèëó òîãî, ùî ç (3.6) âèïëèâà¹ íå-

ðiâíiñòü k ≤
[
n

1−ε
]
. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî xk(0) > n + C

(
1 +

[
n

1−2 ε

])α
,

òî

min
t∈[0,T ]

xk(t, ω) > n.

Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:

1. Íåõàé k >
[

n
1−2 ε

]
. Çâiäñè

min
t∈[0,T ]

xk(t, ω) ≥ xk(0)− max
t∈[0,T ]

|xk(t, ω)− xk(0)| >

> k(1− ε)− C (1 + k)α > k(1− ε)− k ε = k(1− 2 ε) > n.

2. Äëÿ 0 ≤ k ≤
[

n
1−2 ε

]
ìà¹ìî

min
t∈[0,T ]

xk(t, ω) ≥ xk(0)− max
t∈[0,T ]

|xk(t, ω)− xk(0)| >

> n+ C

(
1 +

[
n

1− 2 ε

])α
− C (1 + k)α ≥ n.

Äàëi ïîçíà÷èìî

k′ = max

{
k < 0 : max

t∈[0,T ]
xk(t, ω) < 0

}
,

k′′ = min

{
k ≥ 0 : min

t∈[0,T ]
xk(t, ω) ≥ 0

}
.

Íà îñíîâi ñïîñòåðåæåíü, çðîáëåíèõ âèùå, îöiíèìî ðiçíèöþ

max
t∈[0,T ]

|µt([0, n], ω)− µ0([0, n])| ≤ µ0([xk′(0), xk′′(0)])+

+ µ0

([
n− C

(
1 +

[
n

1− ε

])α
, n+ C

(
1 +

[
n

1− 2 ε

])α])
.

Çðîçóìiëî, ùî

max
t∈[0,T ]

|µt([0, n], ω)− µ0([0, n])|

n
→ 0 ïðè n→∞.
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Çâiäñè ëåãêî áà÷èòè, ùî ðiâíiñòü (3.5) ìà¹ ìiñöå. Àíàëîãi÷íî äëÿ

äîâiëüíîãî T > 0

P
{

lim
k→∞

max
t∈[0,T ]

|〈ϕ−k , µt〉 − 〈ϕ
−
k , µ0〉|

k
= 0

}
= 1.

Òåïåð ïåðåéäåìî áåçïîñåðåäíüî äî äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi òðà-

¹êòîðié ïðîöåñó {µt, t ≥ 0}. Âiçüìåìî ω ∈ Ω′ i ïîêàæåìî, ùî

γ(µtn(ω), µt0(ω)) → 0 ïðè tn → t0. Çáiæíiñòü d(µtn(ω), µt0(ω)) äî

íóëÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.1.2. Äàëi âiçüìåìî ε > 0 òà íîìåð K òàêèé,

ùî

max
k>K

max
t∈[0,m]

|〈ϕ+
k , µt(ω)〉 − 〈ϕ+

k , µ0〉|
k

<
ε

2
.

Òóò m =

[
sup
n≥0

tn

]
+ 1. Çíîâó æ òàêè â ñèëó ëåìè 3.1.2 iñíó¹ N , ùî

äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ N

max
k=1,...,K

|〈ϕ+
k , µtn(ω)〉 − 〈ϕ+

k , µt0(ω)〉|
k

< ε .

Çàïèøåìî äëÿ k > K

max
k>K

|〈ϕ+
k , µtn(ω)〉 − 〈ϕ+

k , µt0(ω)〉|
k

≤ max
k>K

|〈ϕ+
k , µtn(ω)〉 − 〈ϕ+

k , µ0〉|
k

+

+ max
k>K

|〈ϕ+
k , µ0〉 − 〈ϕ+

k , µt0(ω)〉|
k

< ε .

Çâiäñè

max
k≥1

|〈ϕ+
k , µtn(ω)〉 − 〈ϕ+

k , µt0(ω)〉|
k

→ 0

ïðè tn → t0. Àíàëîãi÷íî

max
k≥1

|〈ϕ−k , µtn(ω)〉 − 〈ϕ−k , µt0(ω)〉|
k

→ 0

ïðè tn → t0.

Öå äîâîäèòü äàíó òåîðåìó.

Îçíà÷åííÿ 3.2.1. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ {µt, t ≥ 0} íàçèâàòè-

ìåìî ïðîöåñîì âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â H, ÿêùî iñíó¹
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{(xk(t))k∈Z, t ≥ 0} � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â M òà-

êèé, ùî

µt =
∑
k∈Z

δxk(t), t ≥ 0.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ãîâîðèòü ïðî iñíóâàííÿ íåïåðåðâíîãî ïðî-

öåñó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â H, ÿêèé ñòàðòóâàâ ç äîâiëüíî¨

íàïåðåä çàäàíî¨ òî÷êè H. Âîíî ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì ëåìè 3.1.1 òà

ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Òâåðäæåííÿ 3.2.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëî÷èñåëüíî¨ ìiðè µ ∈ H iñíó¹

íåïåðåðâíèé ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â H {µt, t ≥ 0}
òàêèé, ùî µ0 = µ.

Îòæå, ó äàíîìó ïóíêòi ìè ïîáóäóâàëè âèïàäêîâèé ïðîöåñ çi çíà-

÷åííÿìè â ïîâíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (H, γ),

ÿêèé ¹ ìàòåìàòè÷íèì îïèñîì ñèñòåìè äèôóíäóþ÷èõ ÷àñòèíîê, ùî

âèâ÷àþòüñÿ ó äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.

3.3 Ïðîáëåìà ìàðòèíãàëiâ äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòè-

íîê ó ïðîñòîði öiëî÷èñåëüíèõ ìið

Îñêiëüêè îñíîâíà ìåòà äàíîãî ðîçäiëó � ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè

ìàðòèíãàëiâ äëÿ ïðîöåñó âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â H, òî äà-

íèé ïóíêò ïðèñâÿ÷åíî ïðîáëåìi ìàðòèíãàëiâ, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ¹ ìiðî-

çíà÷íèì ïðîöåñîì, ùî çàäà¹ ïîâåäiíêó ñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê.

Öå çâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ïðè äîâåäåííi ¹äèíîñòi ïðîáëåìè ìàðòèíãà-

ëiâ ó ïðîñòîði H ìè áóäåìî ïåðåõîäèòè âiä ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè äî

íåñêií÷åííî¨. Ó äàíîìó ïàðàãðàôi ìè ïðàöþâàòèìåìî ç öiëî÷èñåëü-

íèìè ìiðàìè, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü àòîìiâ. Îòæå, íåõàé

Hn = {µ : µ − öiëî÷èñåëüíà ìiðà íà R, µ(R) = n}.
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Ðîçãëÿäàòèìåìî Hn ÿê ìåòðè÷íèé ïðîñòið ç ìåòðèêîþ ñëàáêî¨ çái-

æíîñòi dn. Âèçíà÷èìî íà Hn ìiðîçíà÷íèé ïðîöåñ

µt =
n∑
k=1

δxk(t), t ≥ 0, (3.7)

äå {(x1(t), . . . , xn(t)), t ≥ 0} � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê

â En. Äëÿ öüîãî ïðîöåñó çíàéäåìî âèãëÿä ãåíåðàòîðà òà ðîçâ'ÿæåìî

ïðîáëåìó ìàðòèíãàëiâ. Îñêiëüêè ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç ïðîöåñîì, çíà-

÷åííÿìè ÿêîãî ¹ ìiðè, òî ãåíåðàòîð çðó÷íî çàäàâàòè íà ïîëiíîìàõ,

ùî çàëåæàòü âiä ìið, òîáòî ôóíêöiÿõ âèãëÿäó

Fϕ,m = 〈ϕ, µ⊗m〉 =

∫
ϕ(x1, . . . , xm)µ(dx1) . . . µ(dxm)

(äèâ., íàïðèêëàä, [5, 22, 31, 32]).

Âèçíà÷èìî ìíîæèíó, íà ÿêié çàäàìî íàø îïåðàòîð. Íåõàé

Csym(Rn) � êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà Rn, ñèìåòðè÷íèõ âiäíî-

ñíî óñiõ ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò, ùî çàíóëÿþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

Ξn : C0(E
n)→ Csym(Rn)

çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì

Ξn(f) = f
∣∣
En
.

Ðîçãëÿíåìî êëàñ ôóíêöié

Φn =
{
ϕ : ∃ ϕ̃ ∈ D0

En ∃K ∈ Sn Ξn(ϕ̃)
∣∣
SnK

= ϕ
}
.

Íåõàé

DHn
= ËÎ {Fϕ,m : ϕ ∈ Φn, m ≤ n} .

Çíàéäåìî ãåíåðàòîð âèïàäêîâîãî ïðîöåñó {µt, t ≥ 0}. Äëÿ öüîãî

âiçüìåìî Fϕ,m ∈ DHn
òà çàñòîñó¹ìî äî Fϕ,m(µt) ôîðìóëó Iòî. Îòðè-
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ìà¹ìî

Fϕ,m(µt) =
∑

k1,...,km

ϕ(xk1
(t), . . . , xkm(t)) =

=
∑

k1,...,km

ϕ(xk1
(0), . . . , xkm(0))+

+
1

2

∑
k1,...,km

m∑
i,j=1

t∫
0

ϕ′′i,j(xk1
(s), . . . , xkm(s))d〈xki(·), xkj(·)〉s+

+
∑

k1,...,km

m∑
i=1

t∫
0

ϕ′i(xk1
(s), . . . , xkm(s))dxki(s). (3.8)

Îá÷èñëèìî

∑
k1,...,km

m∑
i,j=1

t∫
0

ϕ′′i,j(xk1
(s), . . . , xkm(s))d〈xki(·), xkj(·)〉s =

=
∑

k1,...,km

m∑
i,j=1

t∫
0

ϕ′′i,j(xk1
(s), . . . , xkm(s))

mki(s)
I{τki,kj<s} ds =

=
m∑
i=1

t∫
0

∑
k1,...,km

ϕ′′i,i(xk1
(s), . . . , xkm(s))

mki(s)
ds+

+
∑
i6=j

t∫
0

∑
{k1,...,km}\{kj}

∑
kj

ϕ′′i,j(xk1
(s), . . . , xkm(s))

mki(s)
I{τki,kj<s} ds =

=
m∑
i=1

t∫
0

∑
k1,...,km

ϕ′′i,i(xk1
(s), . . . , xkm(s))

mki(s)
ds+

+

t∫
0

∑
i 6=j

∑
{k1,...,km}\{kj}

ϕ′′i,j(. . . , xki(s), . . . , xki(s), . . .)ds.

Ïîçíà÷èìî

δFϕ,m(µ)

δµ(x)
=

m∑
j=1

∫
· · ·
∫

Rm−1

ϕ(x1, . . . , xj−1, x, xj+1, . . . , xm)
∏
i 6=j

µ(dxi),
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δ2Fϕ,m(µ)

δµ(x)δµ(y)
=

m∑
j=1

m∑
k=1

∫
· · ·
∫

Rm−2

ϕ(x1, . . . , xj−1, x, xj+1, . . .

. . . , xk−1, y, xk+1, . . . , xm)
∏
i 6=j,k

µ(dxi).

Òîäi

∑
k1,...,km

m∑
i,j=1

t∫
0

ϕ′′i,j(xk1
(s), . . . , xkm(s))d〈xki(·), xkj(·)〉s =

=

t∫
0

∫
R

d2

dx2

δFϕ,m(µ)

δµ(x)
(µs)

∗(dx) +

+

∫∫
R2

∂2

∂x∂y

δ2Fϕ,m(µ)

δµ(x)δµ(y)
δx(dy)µs(dx)

 ds,
äå µ∗ =

∑
y∈suppµ

δy.

Çàóâàæåííÿ 3.3.1. Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóí-

êöi¨ ϕ ∈ CC(Rn) ïîõiäíà δFϕ,n(µ)
δµ(x) ¹ çâè÷àéíîþ ïîõiäíîþ ó íàïðÿìêó

δx, òîáòî

δFϕ,n(µ)

δµ(x)
= lim

ε→0+

Fϕ,n(µ+ ε δx)− Fϕ,n(µ)

ε
.

(äèâ., íàïðèêëàä, [31]).

Çãiäíî çðîáëåíèõ âèùå îá÷èñëåíü, ðîëü ãåíåðàòîðà äëÿ ïðîöåñó

âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â H âiäiãðàâàòèìå

GHn
Fϕ,m(µ) =

1

2

∫∫
R2

∂2

∂x∂y

δ2Fϕ,m(µ)

δµ(x)δµ(y)
δx(dy)µ(dx)+

+
1

2

∫
R

d2

dx2

δFϕ,m(µ)

δµ(x)
µ∗(dx). (3.9)

Ç (3.8) ìà¹ìî

Fϕ,m(µt)− Fϕ,m(µ0)−
t∫

0

GHn
(F (µs))ds = α(t). (3.10)
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Òóò α(t) =
∑

k1,...,km

m∑
i=1

t∫
0
ϕ′i(xk1

(s), . . . , xkm(s))dxki(s). Çðîçóìiëî, ùî

α(t) � ìàðòèíãàë.

Äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òâåðäæåííÿ 3.3.1. Ïðîöåñ {µt, t ≥ 0}, çàäàíèé ôîðìóëîþ (3.7),

¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì (GHn
,DHn

)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó (GHn
,DHn

)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ

äîâåäåíî âèùå. Ïåðåâiðèìî ¹äèíiñòü. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî äëÿ

äîâiëüíî¨ f ∈ D0
En iñíóþòü ôóíêöi¨ {Fϕk,k, k = 1, . . . , n} ⊂ DHn

òàêi,

ùî

f̃(x1, . . . , xn) =
n∑
k=1

Fϕk,k(µ), (3.11)

äå µ =
n∑
k=1

δxk òà f̃ = Ξn(f).

Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé S̃n � ñóêóïíiñòü âñiõ ðîçáèòòiâ

ìíîæèíè {1, . . . , n}, òîáòî K = {K1, . . . , Kp} ∈ S̃n, ÿêùî

a) äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, . . . , p Ki ⊆ {1, . . . , n};
b) äëÿ äîâiëüíèõ i 6= j Ki ∩Kj = ∅;

c)
p⋃
i=1

Ki = {1, . . . , n}.

Ïîçíà÷èìî äëÿ K = {K1, . . . , Kp} ∈ S̃n

S̃nK = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xi = xj ⇔ ∃Km, xi, xj ∈ Km}

òà

S̃K = {{P1, . . . , Pn} ∈ S̃n : ∀Ki ∃Pj Ki ⊆ Pj} \ {K}.

Òàêîæ ÷åðåç |K| ïîçíà÷àòèìåìî êiëüêiñòü ìêîæèíKi âK. Ó äàíîìó

âèïàäêó |K| = p. Âèçíà÷èìî∫
gdµ(m) =

∑
(k1,...,km)∈Rnm

g(xk1
, . . . , xkm),

äå g ∈ CC(Rm), µ ∈ Hn òà Rn
m = {(k1, . . . , km) : ki ∈ {1, . . . , n}, ki 6=

kj, i 6= j}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî K = {K1, . . . , Kp} ∈ S̃n

Ff̃K ,|K|(µ) =

∫
f̃Kdµ

(|K|) +
∑
P∈S̃K

∫
f̃Pdµ

(|P |). (3.12)
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Òóò

f̃K(y1, . . . , y|K|) = f̃
∣∣
S̃nK

(x1, . . . , xn),

äå x ∈ S̃nK .
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü

∫
f̃dµ(n) = n!f̃(x1, . . . , xn), ôîðìó-

ëó (3.12) òà òå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî P ∈ S̃K |P | < |K| ìà¹ìî

f̃(x1, . . . , xn) =
∑
K∈S̃n

CKFf̃K ,|K|(µ),

äå {CK , K ∈ S̃n} � äåÿêi êîíñòàíòè. Äàëi, îñêiëüêè ôóíêöiÿ f̃ �

ñèìåòðè÷íà, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî K ∈ S̃n çíàéäåòüñÿ K ′ ∈ Sn òàêå,

ùî |K| = |K ′| i f̃K = f̃ ′K . Çâiäñè

f̃(x1, . . . , xn) =
∑
K ′∈Sn

CK ′Ff̃K′ ,|K ′|
(µ).

Ç C1Fϕ1,k + C2Fϕ2,k = FC1ϕ1+C2ϕ2,k òà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îòðèìà¹-

ìî (3.11).

Ç ëiíiéíîñòi GHn
ìà¹ìî

Ξn(GEn f)(x) =
n∑
k=1

GHn
Fϕk,k(µ). (3.13)

Òåïåð ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó (GHn
,DHn

)-

ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ. Íåõàé äåÿêèé íåïåðåðâíèé Hn-çíà÷íèé âè-

ïàäêîâèé ïðîöåñ {µt, t ≥ 0} ¹ ðîçâ'ÿçêîì (GHn
,DHn

)-ïðîáëåìè ìàð-

òèíãàëiâ, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü: äëÿ äîâiëüíîãî F ∈ DHn

F (µt)− F (µ0)−
t∫

0

GHn
F (µs)ds − ìàðòèíãàë.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

Θ : Hn → En,

ÿêå äi¹ çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì

Θ
n∑
k=1

δxk = (xk1
, . . . , xkn),
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äå (k1, . . . , kn) ¹ ïåðåñòàíîâêîþ åëåìåíòiâ (1, . . . , n), äëÿ ÿêî¨ xki ≤
xki+1

, i = 1, . . . , n−1. Îñêiëüêè íà ïðîñòîði Hn çàäàíà ìåòðèêà ñëàá-

êî¨ çáiæíîñòi, òî âiäîáðàæåííÿ Θ ¹ íåïåðåðâíîþ â îáèäâi ñòîðîíè

ái¹êöi¹þ. Âèêîðèñòîâóþ÷è Θ, âèçíà÷èìî íåïåðåðâíèé âèïàäêîâèé

ïðîöåñ â En

Xt = Θµt, t ≥ 0.

Ïåðåâiðèìî, ùî {Xt, t ≥ 0} � ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê

â En. Âiçüìåìî f ∈ D0
En. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (3.11) òà (3.13),

ìà¹ìî

f(Xt)− f(X0)−
t∫

0

GEn f(Xs)ds =

= Ξnf(Xt)− Ξnf(X0)−
t∫

0

Ξn(GEn f)(Xs)ds =

=
n∑
k=1

Fϕk,k(Θ
−1Xt)−

n∑
k=1

Fϕk,k(Θ
−1X0)−

t∫
0

n∑
k=1

GHn
Fϕk,k(Θ

−1Xs)ds =

=
n∑
k=1

Fϕk,k(µt)− Fϕk,k(µ0)−
t∫

0

GHn
Fϕk,k(µs)ds

 − ìàðòèíãàë.

Ç òâåðäæåííÿ 1.4.3 âèïëèâà¹, ùî {Xt, t ≥ 0}� ïðîöåñ âàæêèõ äèôó-

çiéíèõ ÷àñòèíîê â En. Âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãó ÷àñòèíó òåîðåìè 1.2.1

i òå, ùî Θ ¹ ái¹êöi¹þ, îòðèìà¹ìî äîâåäåííÿ íàøîãî òâåðäæåííÿ.

3.4 Ôîðìóëà Iòî äëÿ ìiðîçíà÷íîãî ïðîöåñó

Ó äàíîìó ïóíêòi ìè ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ

÷àñòèíîê â H ¹ ðîçâ'ÿçêîì äåÿêî¨ ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ. Ó ïîïå-

ðåäíüîìó ïàðàãðàôi ìè çíàéøëè âèãëÿä ãåíåðàòîðà ìiðîçíà÷íîãî

ïðîöåñó, ùî çàäà¹ åâîëþöiþ ìàñè ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ÷àñòèíîê. Öåé

îïåðàòîð (âèçíà÷åíèé íà äåùî iíøîìó êëàñi ôóíêöié) áóäå ñëóæèòè

ãåíåðàòîðîì íàøîãî ïðîöåñó â H.
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Îòæå, ïîçíà÷èìî

DH = ËÎ{Fϕ,m ∈ DHn
:

ϕ ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, m ≤ n, n ∈ N}. (3.14)

Îïåðàòîð âèãëÿäó (3.9), ÿêèé çàäàíèé íà ìíîæèíi DH, ïîçíà÷à-

òèìåìî ñèìâîëîì GH. Äîâåäåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî Fϕ,m ∈ DH

Fϕ,m(µt)− Fϕ,m(µ0)−
t∫

0

GH(Fϕ,m(µs))ds − ìàðòèíãàë.

Ïðîðîáèâøè òàêi æ îá÷èñëåííÿ, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, îòðèìà-

¹ìî ðiâíiñòü, àíàëîãi÷íó (3.10), äå GHn
çàìiíåíå íà GH.

Ïîêàæåìî, ùî α(·) � ìàðòèíãàë. Äëÿ çðó÷íîñòi îá÷èñëåíü ââà-

æà¹ìî, ùî m = 1. Îòæå,

α(t) =
∑
k∈Z

t∫
0

ϕ′(xk(s))dxk(s).

Ïîçíà÷èìî

αn(t) =
n∑

k=−n

t∫
0

ϕ′(xk(s))dxk(s).

{αn}n≥1 ¹ ïîñëiäîâíiñòþ â ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ êâàäðàòè÷íî ií-

òåãðîâíèõ ìàðòèíãàëiâ ç ìåòðèêîþ

ρ(α, β) =
∞∑
n=1

1

2n


√√√√√E

n∫
0

(α(t)− β(t))2dt ∧ 1

 .

Ðîçãëÿíåìî

E
T∫

0

(αn(t)− αn+p(t))
2dt = E

T∫
0

 n+p∑
|k|=n+1

t∫
0

ϕ′(xk(s))dxk(s)

2

dt =

=

T∫
0

n+p∑
|l|,|k|=n+1

E
t∫

0

ϕ′(xk(s))ϕ
′(xl(s))d〈xk(·), xl(·)〉s

 dt =
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= E
T∫

0

t∫
0

n+p∑
|l|,|k|=n+1

ϕ′(xk(s))ϕ
′(xl(s))√

mk(s)ml(s)
I{s≥τk,l} dsdt =

= E
T∫

0

t∫
0

n+p∑
|k|=n+1

ϕ′(xk(s))
2

mk(s)
mk(s)dsdt =

= E
T∫

0

t∫
0

n+p∑
|k|=n+1

ϕ′(xk(s))
2dsdt =

n+p∑
|k|=n+1

E
T∫

0

t∫
0

ϕ′(xk(s))
2dsdt ≤

≤ sup
x∈R

(ϕ′(x))2
n+p∑
|k|=n+1

T∫
0

t∫
0

P{xk(s) ∈ suppϕ′}dsdt.

Íåõàé C = sup
x∈R

(ϕ′(x))2, P = sup{|x| : x ∈ suppϕ′} òà N = min{n ∈

N : xn(0) > P, x−n(0) < P}. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ N

E
T∫

0

(αn(t)− αn+p(t))
2dt ≤ C

n+p∑
|k|=n+1

T∫
0

t∫
0

P{|xk(s)| ≤ P}dsdt ≤

≤ C

n+p∑
|k|=n+1

T∫
0

t∫
0

P
{

min
s∈[0,T ]

|xk(s)| ≤ P

}
dsdt ≤

≤ CT 2

2

n+p∑
|k|=n+1

P
{

min
t∈[0,T ]

|xk(t)| ≤ P

}
≤

≤ CT 2

2

n+p∑
k=n+1

P
{

min
t∈[0,T ]

xk(t) ≤ P

}
+

+
CT 2

2

−n−1∑
k=−n−p

P
{

max
t∈[0,T ]

xk(t) ≥ −P
}
.

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî ëåìó 2.5.2. Ìà¹ìî

E
T∫

0

(αn(t)− αn+p(t))
2dt ≤ CT 2

√
2πT

n+p∑
k=n+1

P−xk(0)∫
−∞

e−
x2

2T dx+

+
CT 2
√

2πT

−n−1∑
k=−n−p

+∞∫
−P−xk(0)

e−
x2

2T dx ≤ CT 2
√

2πT

n+p∑
|k|=n+1

e−
(|xk(0)|−P )2

2T .
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Îñêiëüêè (xk(0))k∈Z ∈ M, òî çà îçíàêîþ Êîøi ðÿä
∞∑
|k|=N

e−
(|xk(0)|−P )2

2T

çáiãà¹òüñÿ, à çíà÷èòü ρ(αn, α)→ 0 ïðè n→∞. Çâiäñè α � íåïåðåðâ-

íèé êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë.

Îòæå, ìè äîâåëè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òâåðäæåííÿ 3.4.1. Íåõàé îïåðàòîð GH òà ìíîæèíà ôóíêöié DH

âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.9) òà (3.14) âiäïîâiäíî. Òîäi äëÿ äî-

âiëüíîãî F ∈ DH

F (µt)− F (µ0)−
t∫

0

GH(F (µs))ds

� íåïåðåðâíèé êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë.

3.5 Ïðîáëåìà ìàðòèíãàëiâ ó ïðîñòîði H

Ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi ìè äîâåëè, ùî ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçié-

íèõ ÷àñòèíîê â H ¹ ðîçâ'ÿçêîì (GH,DH)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ. Ìå-

òîþ äàíîãî ïàðàãðàôà ¹ âñòàíîâëåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó. Ïîòðiáíî

âiäìiòèòè, ùî ïðè äîâåäåííi ¹äèíîñòi âèíèêà¹ íàñòóïíà ïðîáëåìà.

Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåâiðèòè, ùî íåïåðåðâíèé ïðîöåñ, ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿç-

êîì ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ, îïèñó¹ åâîëþöiþ ìàñè äàíî¨ ñóêóïíîñòi

÷àñòèíîê, íàì ïîòðiáíî âèäiëèòè ç òàêîãî ìiðîçíà÷íîãî ïðîöåñó ñè-

ñòåìó íåïåðåðâíèõ ïðîöåñiâ â R, ÿêi á çàäàâàëè òðà¹êòîði¨ öèõ ÷àñòè-

íîê. Öüîãî ìè íå âìi¹ìî ðîáèòè, òîìó íàì äîâåäåòüñÿ äåùî çìiíèòè

êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ. Çãiäíî iäåé,

ÿêi çàïðîïîíîâàíi ó ìîíîãðàôi¨ [9], ïîðÿä iç ïðîöåñîì â ïðîñòîði öi-

ëî÷èñåëüíèõ ìið ðîçãëÿäàòèìåìî ïðîöåñ ó ïðîñòîði ïîñëiäîâíîñòåé.
Îçíà÷åííÿ 3.5.1. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ {µt, t ≥ 0} íàçèâàòèìåìî
ðîçâ'ÿçêîì (GH,DH)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ, ÿêùî
1) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ DH

F (µt)− F (µ0)−
t∫

0

GH(F (µs))ds − ìàðòèíãàë;
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2) iñíó¹ ñòðîãî ìàðêîâñüêèé íåïåðåðâíèé ïðîöåñ {(xk(t))k∈Z, t ≥
0} â M òàêèé, ùî

µt =
∑
k∈Z

δxk(t), t ≥ 0;

3) äëÿ êîæíîãî k ∈ Z i äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C2([0,+∞)),

îáìåæåíî¨ ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

f ′′(0) = 0, ðiçíèöÿ

f(xk+1(t)− xk(t))−

− 1

2

t∫
0

f ′′(xk+1(s)− xk(s))

[
1√

νk+1(s)
+

1√
νk(s)

]
ds

¹ ìàðòèíãàëîì. Òóò

νk(t) = #{i : xi(t) = xk(t)}. (3.15)

Çàóâàæåííÿ 3.5.1. Óìîâà 3) îçíà÷åííÿ 3.5.1 ãàðàíòó¹ òå, ùî ïðî-

öåñè xk(·) òà xl(·) ïiñëÿ ñïiâïàäàííÿ íå ðîçiéäóòüñÿ, òîáòî

(xk(t)− xl(t)) I{t>τk,l} = 0.

Ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó, ÿêà ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äà-

íîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 3.5.1. Ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê ¹ ¹äèíèì

ðîçâ'ÿçêîì (GH,DH)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê â H

¹ ðîçâ'ÿçêîì (GH,DH)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ ó ðîçóìiííi îçíà÷åí-

íÿ 3.5.1. Óìîâà 1) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 3.4.1, à 2) � ç òåîðåìè 2.2.1.

Óìîâó 3) ëåãêî ïåðåâiðèòè, çàñòîñóâàâøè äî f(xk+1(t)− xk(t)) ôîð-
ìóëó Iòî.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Íåõàé

µt =
∑
k∈Z

δxk(t), t ≥ 0,
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¹ ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ äëÿ (GH,DH). Ðîçãëÿíåìî ïðî-

öåñ νn, çàäàíèé ðiâíiñòþ (3.15). Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [0, T ]

xk(t) ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi, òî àíàëîãi÷íî, ÿê ó äî-

âåäåííi òåîðåìè Äiíi ïðî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó, íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî ïðîöåñ νn(t)

îáìåæåíèé ç éìîâiðíiñòþ 1 íà [0, T ]. Iç çàóâàæåííÿ 3.5.1 âèïëèâà¹,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ Z âií íå ñïàäà¹.

Äàëi âèäiëèìî ñêií÷åííó ìíîæèíóG àòîìiâ ìiðè µ0, ÿêi ðîçìiùå-

íi ïiäðÿä. Íåõàé öå xn1
(0), . . . , xn2

(0). Âiçüìåìî τ ′k, k > n2, � ìîìåíòè

�ñêëåþâàííÿ� xn2
(t) i xk(t), à τ ′′k , k < n1, � ìîìåíòè �ñêëåþâàííÿ�

xn1
(t) òà xk(t). Îñêiëüêè νn(t) íåñïàäíèé òà îáìåæåíèé ïðîöåñ, òî

{τ ′k} òà {τ ′′k } íåñïàäíi ïîñëiäîâíîñòi, ÿêi iç éìîâiðíiñòþ 1 çáiãàþòüñÿ

äî íåñêií÷åííîñòi. Âèçíà÷èìî {σk, k ≥ 1} ÿê âïîðÿäêóâàííÿ ïî çðî-
ñòàííþ îá'¹äíàííÿ {τ ′k} i {τ ′′k }. Äëÿ ôiêñîâàíîãî T > 0 ïîçíà÷èìî

σ′k = σk ∧ T, k ≥ 1. Äàëi íåõàé

δ = [xn1
(0)− xn1−1(0)] ∧ [xn2+1(0)− xn2

(0)], δ̃ =
δ

3
òà

θ1,1 = inf{t : µt([xn1−1(0) + δ̃, xn1
(0)− δ̃]) > 0}∧

∧ inf{t : µt([xn2
(0) + δ̃, xn2+1(0)− δ̃]) > 0} ∧ T.

Ðîçãëÿíåìî

µ1,1
t =

∑
k∈n1,...,n2

δxk(t).

Âiçüìåìî Fϕ,m ∈ DHn
, äå n = #G, i ïåðåâiðèìî, ùî

Fϕ,m(µ1,1
t∧θ1,1)−

t∧θ1,1∫
0

GH(Fϕ,m(µ1,1
s ))ds

� ìàðòèãíàë. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ψ ∈ DH òàêó, ùî ψ(x1, . . . , xn) =

ϕ(x1, . . . , xn) äëÿ xi ∈
[
xn1

(0)− δ̃, xn2
(0) + δ̃

]
i ψ(x1, . . . , xn) = 0 äëÿ
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xi /∈
[
xn1−1(0) + δ̃, xn2+1(0)− δ̃

]
, äå i = 1, . . . , n. Ìà¹ìî, ùî

Fϕ,m(µ1,1
t∧θ1,1)−

t∧θ1,1∫
0

GH(Fϕ,m(µ1,1
s ))ds =

= Fψ,m(µt∧θ1,1)−
t∧θ1,1∫
0

GH(Fψ,m(µs))ds

¹ ìàðòèíãàëîì.

Äàëi íåõàé {wk, k ∈ Z} � äåÿêà ñèñòåìà íåçàëåæíèõ ñòàíäàð-

òíèõ âiíåðîâñüêèõ ïðîöåñiâ, ÿêà íå çàëåæèòü âiä {xk(·), k ∈ Z}.
Ïåðåíåñåìî ñòàíäàðòíèì ÷èíîì ïðîöåñè wk òà xk(·), k ∈ Z, íà îäèí
éìîâiðíîñíèé ïðîñòið i âiçüìåìî

(yk(·))k=1,...,n = F̂ a,p
n ((xk(θ1,1) + wk(·))k=1,...,n).

Òóò a = (1, . . . , 1), p = (1, . . . , n). Òîäi âèïàäêîâèé ïðîöåñ

µ̂t = µ1,1
t I{t<θ1,1}+

n∑
k=1

δyk(t−θ1,1) I{t≥θ1,1}

¹ ðîçâ'ÿçêîì (GHn
,DHn

)-ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ. Çâiäñè ç òâåðäæå-

ííÿ 3.3.1 ñiì'ÿ {xn1
(·), . . . , xn2

(·)} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.1.1,

ÿêùî â 1◦)�5◦) ñêðiçü çàìiíèòè t íà t ∧ θ1,1. Â ìîìåíò θ1,1 ÷àñòèíêè,

ùî ñòàðòóâàëè iç G, ìiíÿþòü ñâî¹ ïîëîæåííÿ Fθ1,1 âèìiðíèì ÷èíîì.

Òåïåð öi ÷àñòèíêè óòâîðþþòü ìíîæèíó G1,1. Âèêîðèñòà¹ìî ñòðîãî

ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü âèõiäíîãî ïðîöåñó {(xk(t))k∈Z, t ≥ 0}. ×à-
ñòèíêè, ÿêi ñòàðòóâàëè iç G1,1, çíîâó âåäóòü ñåáå âiäïîâiäíèì ÷èíîì

äî ìîìåíòó θ1,2, ÿêèé ïîáóäîâàíèé àíàëîãi÷íî θ1,1 i ò.ä. Îñêiëüêè

xk(·) íåïåðåðâíi ïðîöåñè i äî ìîìåíòó σ′1 òðà¹êòîði¨ xn1−1(·), xn1
(·)

òà xn2
(·), xn2+1(·) íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî θ1,k → σ′1 ïðè k →∞. Çâiäñè

ñèñòåìà {xn1
(·), . . . , xn2

(·)} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦)�5◦) òåîðåìè 2.1.1

äî ìîìåíòó σ′1. Äàëi â ñèëó ñòðîãî¨ ìàðêîâñüêî¨ âëàñòèâîñòi ïiñëÿ

ìîìåíòó σ′1 ïî÷èíà¹ìî íàøi ìiðêóâàííÿ ñïî÷àòêó. Çíîâó îòðèìà¹ìî,
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ùî ñèñòåìà {xn1
(·), . . . , xn2

(·)} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1◦)�5◦) äî ìîìåí-

òó σ′2 i ò.ä. Ïðè öüîìó ç éìîâiðíiñòþ 1 òiëüêè ñêií÷åííà êiëüêiñòü

ìîìåíòiâ σ′k âiäìiííà âiä T . Iç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî

òðà¹êòîði¨ ÷àñòèíîê, ÿêi ñòàðòóâàëè iç G, ¹ âïîðÿäêîâàíèìè ëîêàëü-

íèìè íåïåðåðâíèìè ìàðòèíãàëàìè ç ïîòðiáíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Îñêiëüêè G äîâiëüíå, òî òàêèìè æ âëàñòèâîñòÿìè âîëîäiþòü òðà¹-

êòîði¨ âñiõ ÷àñòèíîê, ùî ñòàðòóâàëè iç àòîìiâ ìiðè µ0. Â ñèëó òåîðå-

ìè 2.1.1 ðîçïîäië òàêî¨ ñèñòåìè ¹äèíèé. Òåîðåìó 3.5.1 äîâåäåíî.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

1. Îïèñàíî ó ñïåöiàëüíî ïîáóäîâàíîìó ïðîñòîði öiëî÷èñåëüíèõ

ìið H åâîëþöiþ ñèñòåìè ÷àñòèíîê, ùî ñêëåþþòüñÿ i ïðè ñêëå-

þâàííi çìiíþþòü ñâîþ ìàñó, çà äîïîìîãîþ ìiðîçíà÷íîãî ïðî-

öåñó ó öüîìó ïðîñòîði.

2. Ðîçâ'ÿçàíà ïðîáëåìà ìàðòèíãàëiâ ó ïðîñòîði H äëÿ äàíîãî ìi-

ðîçíà÷íîãî ïðîöåñó òà âñòàíîâëåíî âèãëÿä éîãî ãåíåðàòîðà.

Ïîáóäîâà ôàçîâîãî ïðîñòîðó H, âèïàäêîâîãî ìiðîçíà÷íîãî ïðî-

öåñó, ÿêèé çàäà¹ ðóõ ñèñòåìè âàæêèõ äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê òà ðîçâ'ÿ-

çîê ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ, ìiñòèòüñÿ ó ðîáîòi àâòîðà [15].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi îñíîâíi ðåçóëüòàòè:

• ïîáóäîâàíî âèïàäêîâèé ïðîöåñ ó ïðîñòîði En ⊂ Rn, ÿêèé îïè-

ñó¹ ïîâåäiíêó ñêií÷åííîãî ÷èñëà âçà¹ìîäiþ÷èõ äèôóçiéíèõ ÷à-

ñòèíîê íà ïðÿìié, ó ÿêèõ ¹ ìàñà, ùî âïëèâà¹ íà êîåôiöi¹íò

äèôóçi¨. ×àñòèíêè ïî÷èíàþòü ðóõ çi ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè òî-

÷îê, ðóõàþòüñÿ íåçàëåæíî äî ìîìåíòó çóñòði÷i, à ïîòiì ñêëå-

þþòüñÿ i ¨õíÿ ìàñà ñóìó¹òüñÿ, ïiñëÿ ÷îãî êîåôiöi¹íò äèôóçi¨

çìiíþ¹òüñÿ îáåðíåíî ïðîïîðöiéíî êîðåíþ êâàäðàòíîìó ìàñè.

Ïåðåâiðåíî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü òàêîãî ïðîöåñó, çíàéäåíî

âèãëÿä ãåíåðàòîðà i ðîçâ'ÿçàíî äëÿ íüîãî ïðîáëåìó ìàðòèíãà-

ëiâ;

• çíàéäåíî óìîâè íà ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië ìàñè, ùî çàáåçïå÷óþòü

iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê çìiííî¨

ìàñè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ;

• âèâ÷åíî âèïàäîê âèïàäêîâîãî ñòàðòó, êîëè ïî÷àòêîâèé ðîçïî-

äië ìàñè ÷àñòèíîê ¹ ñòàöiîíàðíèé; ïîêàçàíî, ùî ìàñà, ÿêà ïåðå-

íîñèòüñÿ ÷àñòèíêàìè, òàêîæ ìà¹ ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië ó äî-

âiëüíèé ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó;

• äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó îêðåìî¨ ÷àñòèíêè íà íå-

ñêií÷åííîñòi, ÿêà ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàãàëüíîâiäîìîãî

çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà, òà âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íi

îáìåæåííÿ íà ðiñò ¨¨ ìàñè;

• ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ, ùî çàäà¹ ñèñòåìó äèôóçiéíèõ ÷àñòèíîê

çìiííî¨ ìàñè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ, îïèñàíî çà äîïîìîãîþ

ïðîáëåìè ìàðòèíãàëiâ.
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